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dx

x x x
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  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Καταρχήν η ρητή έκφραση του ολοκληρώµατος µας δείχνει ότι το πολυώνυµο του 
παρονοµαστή είναι µεγαλύτερου βαθµού από του αριθµητή (και άρα δεν χρειάζεται να προβούµε σε 
διαίρεση).  Σαν πρώτο βήµα τώρα, παρατηρούµε ότι ο παρονοµαστής είναι ήδη σε 
παραγοντοποιηµένη µορφή και απλά εξετάζουµε το τριώνυµο για την ύπαρξη τυχόν ριζών. Η 
διακρίνουσα του τριωνύµου είναι αρνητική οπότε δεν έχει πραγµατικές ρίζες και εποµένως παραµένει 
ως έχει (εάν έχει ρίζες θα γράφαµε το τριώνυµο σαν γινόµενο των ριζών του). Σαν δεύτερο βήµα, 
επειδή ο παρανοµαστής έχει παράγοντες, προβαίνουµε στο σπάσιµο του κλάσµατος: 

2 2

1
,   

1( 1)( 4 13) 4 13

A Bx Γ
Α,Β,Γ

xx x x x x

+
= + ∈

++ − + − +
� . (1) 

Πάνω λοιπόν από το διώνυµο βάζουµε τυχαίο αριθµό (µονώνυµο) και πάνω από το τριώνυµο (το 
οποίο δεν έχει ρίζες) βάζουµε τυχαίο διώνυµο. Κάνοντας οµώνυµα τα κλάσµατα και εξισώνοντας τους 
συντελεστές βρίσκουµε τους αριθµούς Α, Β, Γ, δηλ. 
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Αντικαθιστώντας στο ολοκλήρωµα Ι την (1) µε τους αριθµούς που υπολογίσαµε, το χωρίζουµε σε 
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απλούστερα ολοκληρώµατα, δηλ. 

2 2

1 1 5 1 1 5
I ln( 1)
18 1 18 18 184 13 4 13

dx x x
dx x dx

x x x x x

− −
= + = + +

+ − + − +∫ ∫ ∫ . (2) 

Το πρώτο ολοκλήρωµα θα δώσει λογάριθµο, τον οποίο γράφουµε άµεσα χωρίς απόδειξη, 
ενθυµούµενοι πάντα τον γενικό τύπο 

1
ln( )

dx
x c

ax
α β

β α
= + +

+∫ . 

Ως αναφορά το δεύτερο ολοκλήρωµα (επειδή το τριώνυµο του παρονοµαστή δεν έχει πραγµατικές 
ρίζες) είναι ρρρ ηηη τττ όόό    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω µµµ ααα    τττ ηηη ςςς    εεε ιιι δδδ ιιι κκκ ήήή ςςς    µµµ οοο ρρρ φφφ ήήή ςςς  

2
( ) 1

Ax B
dx

ax β
+

+ +∫ . 

Έστω λοιπόν 

2

5
J

4 13

x
dx

x x

−
=

− +∫ . 

Επειδή ο αριθµητής έχει σταθερό όρο, χωρίζουµε το κλάσµα, δηλ. 

2 2
J 5

4 13 4 13

dx x
dx

x x x x
= −

− + − +∫ ∫ . 

Στο δεύτερο ολοκλήρωµα εµφανίζουµε την παράγωγο του παρονοµαστή στον αριθµητή, δηλ.  

2( 4 13) 2 4x x x′− + = − , (3) 

οπότε πολλαπλασιάζουµε και διαιρούµε µε 2 και προσθαφαιρούµε το 4, δηλ.  

2 2

1 2 4 4
J 5

24 13 4 13

dx x
dx

x x x x

− +
= −

− + − +∫ ∫  

και στη συνέχεια χωρίζουµε το ολοκλήρωµα, 

2 2 2 2 2

1 2 4 4 1 2 4
J 5 3

2 2 24 13 4 13 4 13 4 13 4 13

dx x dx dx x
dx dx

x x x x x x x x x x

− −
= − − = −

− + − + − + − + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , 

και χρησιµοποιώντας τη (3) παίρνουµε 

2

2 2

1 ( 4 13)
J 3

24 13 4 13

dx x x
dx

x x x x

′− +
= −

− + − +∫ ∫ . 

Έτσι, από τον ορισµό το διαφορικού µιας συνάρτησης, έχουµε 

2

2 2

1 ( 4 13)
J 3

24 13 4 13

dx d x x

x x x x

− +
= −

− + − +∫ ∫  

και εποµένως από τον βββ ααα σσσ ιιι κκκ όόό    τττ ύύύ πππ οοο    ααα όόό ρρρ ιιι σσσ τττ ηηη ςςς    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς  
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ln
dx

x c
x

= +∫ , 

τελικά 

2

2

1
J 3 ln 4 13

24 13

dx
x x c

x x
= − − + +

− +∫ . 

Για το πρώτο ολοκλήρωµα, γράφουµε το τριώνυµο σαν άθροισµα τετραγώνων (καθώς δεν έχει 
πραγµατικές ρίζες) σύµφωνα µε τη µέθοδο της συµπλήρωσης τετραγώνων, δηλ. 

2 2

2 2 2

2

1 1
J 3 ln 4 13 3 ln 4 13

2 2( 2) 94 4 4
2 13
2 2 2

dx dx
x x c x x c

x
x x

= − − + + = − − + +
− +   − + − +   

   

∫ ∫ . 

Τέλος, πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας µε το 9 γράφουµε το πρώτο ολοκλήρωµα σαν µια 
γγγ ρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ ήήή    σσσ ύύύ ννν θθθ εεε σσσ ηηη    τττ οοο υυυ    βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς    

2
arctan

1

dx
x c

x
= +

+∫ . (4) 

Άρα, 

2 2

2 2

2

2

1 1 1
J 3 ln 4 13 ln 4 13  

2 3 2( 2) 9 ( 2)
9 1

9 9

1 1
J ln 4 13 .
3 22

1
3

dx dx
x x c x x c

x x

dx
x x c

x

= − − + + = − − + + ⇒
− + −

+

= − − + +
−  + 

 

∫ ∫

∫
 

Εφόσον τώρα το πρώτο ολοκλήρωµα είναι µια γρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ ήήή    σσσ ύύύ ννν θθθ εεε σσσ ηηη    τττ οοο υυυ    βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ  (4), 
εµφανίζουµε αντί dx  το ( )( 2) 3d x −  για να εφαρµόσουµε τον γενικό τύπο (4). Συγκεκριµένα, επειδή 

2 1

3 3

x
d dx

−  = 
 

, (5) 

πολλαπλασιάζουµε και διαιρούµε το ολοκλήρωµα µε 1 3 , δηλ. 

2

2

1 1 1 3 1
J ln 4 13
3 3 22

1
3

dx
x x c

x
= − − + +

−  + 
 

∫  

και βάσει της (5) παίρνουµε 

 2 2

2

2

1 1 1 2 13
J ln 4 13 arctan ln 4 13
9 2 9 3 22

1
3

x
d

x
x x c x x c

x

− 
  −  = − − + + = − − + + 

 −  + 
 

∫ . 

Αντικαθιστώντας στην (2) τελικά έχουµε 
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2

2

1 1 1 2 1
I arctan ln 4 13  
18 1 18 9 3 2

1 1 2 1
I arctan ln 4 13 .
18 1 162 3 36

dx x
x x c

x

dx x
x x c

x

 −  = + − − + + ⇒  +   

− = + − − + + +  
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∫
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3
I

2 2

dx

x x x
=

− − +∫ . 

  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Σαν πρώτο βήµα για την ολοκλήρωση µιας ρητής συνάρτησης είναι να γράψουµε 
(εάν δεν µας έχει δοθεί έτσι) το πολυώνυµο του παρονοµαστή σε µορφή παραγόντων, όταν αυτό είναι 
δυνατόν. Έτσι, στη συγκεκριµένη άσκηση, έχουµε ένα ανεπτυγµένο πολυώνυµο τρίτου βαθµού. 
Εφόσον έχει άρτιο αριθµό όρων προσπαθούµε ανά δύο να δηµιουργήσουµε κοινούς παράγοντες. 
Έτσι, βλέπουµε ότι 

 

3 2 2 2 2

2

I  
1 ( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 1)( 1)

I .
( 1) ( 1)

dx dx dx dx

x x x x x x x x x x x

dx

x x

= = = = ⇒
− − + − − + − − − − −

=
− +

∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

Εφόσον τώρα το πολυώνυµο του παρονοµαστή παραγοντοποιήθηκε (µια απλή και µια διπλή ρίζα), 
σαν δεύτερο βήµα “σπάµε” το κλάσµα, δηλ. 

2 2

1

1 1( 1) ( 1) ( 1)

A B

x xx x x

Γ
= + +

− +− + −
, (1) 

και στη συνέχεια υπολογίζουµε τους συντελεστές Α, Β και Γ κατά τα γνωστά: 

2 2

2 2 2

2

2

1 ( 1) ( 1) ( 1) 2 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 2 ) ( 1)
,

( 1) ( 1)

A x B x x Ax A Bx B x x

x x x x x x

x A B x B A

x x

Γ Γ Γ

Γ Γ

− + + + − − + + + − +
= = =

− + − + − +

+ + − + − +

− +

 

οπότε εξισώνοντας τους συντελεστές, παίρνουµε το σύστηµα  
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   

+ − ⇒ + = ⇒ =   
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Εποµένως, αντικαθιστώντας την (1) µε τους γνωστούς πια συντελεστές στο ολοκλήρωµά µας και 
χωρίζοντάς το, θα έχουµε  

2

3 1
I
2 1 2 1( 1)

dx dx dx

x xx
= + +

− +−∫ ∫ ∫ . (2) 

Το πρώτο και τρίτο ολοκλήρωµα είναι µια γγγ ρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ ήήή    σσσ ύύύ ννν θθθ εεε σσσ ηηη    τττ οοο υυυ    βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ    
οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή --- ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς  

ln
dx

x c
x
= +∫ , δηλ. είναι της µορφής 

1
ln( )

dx
x c

ax
α β

β α
= + +

+∫ , 

οπότε χρησιµοποιούµε άµεσα (χωρίς να αποδεικνύουµε) τον παραπάνω γενικό τύπο. Έτσι η (2) δίνει 

2

3 1
I ln 1 ln 1
2 2 ( 1)

dx
x x

x
= − + + −

−∫ . (3)  

Το ολοκλήρωµα που αποµένει είναι µια γγγ ρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ ήήή    σσσ ύύύ ννν θθθ εεε σσσ ηηη    τττ οοο υυυ    βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ---
ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς  

1

,   1
1

k

k x
x dx c k

k

+

= + ≠ −
+∫ , δηλ. είναι της µορφής ( )

k
ax dxβ+∫ . 

Σύµφωνα µε τα γνωστά για τις γγγ ρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ έέέ ςςς    σσσ υυυ ννν θθθ έέέ σσσ εεε ιιι ςςς    βββ ααα σσσ ιιι κκκ ώώώ ννν    τττ ύύύ πππ ωωω ννν    ααα όόό ρρρ ιιι σσσ τττ ηηη ςςς    
οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς , η (3) γράφεται τελικά 

2 2

2 1

3 1 3 1
I ln 1 ln 1 ( 1) ln 1 ln 1 ( 1) ( 1) 
2 2 2 2

3 1 ( 1) 3 1
I ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 .
2 2 2 1 2 2( 1)

x x x dx x x x d x

x
x x c x x c

x

− −

− +

= − + − + − = − + − + − − ⇒

−
= − + − + + = − + − − +

− + −

∫ ∫
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5 3
I

8 16

dx

x x x
=

+ +∫ . 

  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Το πρώτο βήµα µας είναι να παραγοντοποιήσουµε το πολυώνυµο του 
παρονοµαστή. Στη συγκεκριµένη άσκηση το πολυώνυµο αυτό βρίσκεται στην “ανεπτυγµένη” του 
µορφή, κι έτσι εξετάζουµε τη µορφή του για να βρούµε τρόπο παραγοντοποίησης αυτού. Παρατηρούµε 
ότι δεν έχει σταθερό όρο κι εποµένως µπορούµε να βγάλουµε κοινό παράγοντα κάποια δύναµη του x, 
δηλ. 

5 3 4 2
I

8 16 ( 8 16)

dx dx

x x x x x x
= =

+ + + +∫ ∫ . 

Για την παραγοντοποίηση του 4ο–βάθµιου πολυωνύµου (κι επειδή αυτό έχει τρεις όρους) εξετάζουµε 
µήπως είναι κάποιο ανάπτυγµα τετραγώνου (που όντως είναι), δηλ. 

4 2 2 2
I

( 8 16) ( 4)

dx dx

x x x x x
= =

+ + +∫ ∫ . (1) 

Το τριώνυµο που προκύπτει δεν έχει πραγµατικές ρίζες (είναι άθροισµα τετραγώνων) και η 
παραγοντοποίηση σταµατά. 

 Εφόσον τώρα το πολυώνυµο του παρονοµαστή έχει γινόµενα προβαίνουµε στο δεύτερο βήµα, 
δηλ. στο “σπάσιµο” αυτού (ανάλογα µε τη µορφή των παραγόντων του). Έτσι, κατά τα γνωστά, 
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και εξισώνοντας τους συντελεστές των πολυωνύµων των αριθµητών, παίρνουµε το σύστηµα 

0 1 16

0 0

 8 4 0 1 4

4 0 0

16 1 1 16

A B Β
Γ Γ
Α Β ∆ ∆
Γ Ε Ε
Α Α

+ = = − 
 = =  
⇒+ + = = − 

 + = = 
= =  

. 

Σπάζοντας λοιπόν στα επιµέρους ολοκληρώµατα την (1) και αντικαθιστώντας τους συντελεστές που 
βρήκαµε, παίρνουµε 

2 2 2

1 1 1
I
16 16 44 ( 4)

dx x x
dx dx

x x x
= − −

+ +∫ ∫ ∫ . 

Το πρώτο ολοκλήρωµα είναι βββ ααα σσσ ιιι κκκ όόό ςςς    τττ ύύύ πππ οοο ςςς    ααα όόό ρρρ ιιι σσσ τττ ηηη ςςς    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς  και δίνει λογάριθµο, 
δηλ. 

2 2 2

1 1 1
I ln
16 16 44 ( 4)

x x
x dx dx

x x
= − −

+ +∫ ∫ . (2) 

Τα ολοκληρώµατα του δεύτερου και τρίτου όρου είναι οοο λλλ οοο κκκ λλλ ηηη ρρρ ώώώ µµµ ααα τττ ααα    ρρρ ηηη τττ ώώώ ννν    πππ ααα ρρρ ααα σσσ τττ άάά σσσ εεε ωωω ννν    
τττ ωωω ννν    εεε ιιι δδδ ιιι κκκ ώώώ ννν    µµµ οοο ρρρ φφφ ώώώ ννν  (τα τριώνυµα των παρονοµαστών δεν διαθέτουν πραγµατικές ρίζες), 

2

Ax B
dx

x xα β γ
+

+ +∫  και 
2

( )
m

Ax B
dx

x xα β γ
+

+ +∫  

αντίστοιχα. Εφόσον, στην περίπτωσή µας, ο αριθµητής δεν έχει σταθερό όρο εµφανίζουµε και στα δύο 
την παράγωγο του παρονοµαστή (δίχως την πολλαπλότητα), δηλ. 2( 4) 2x x′+ = , στον αριθµητή. Άρα 
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και χρησιµοποιώντας τον ορισµό του διαφορικού µιας συνάρτησης δηλ. ( ) ( )df x f x dx′= , παίρνουµε 
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Τα δυο ολοκληρώµατα που τελικά λαµβάνουµε είναι ουσιαστικά γγγ εεε ννν ιιι κκκ έέέ ςςς    ((( πππ οοο λλλ υυυ ωωω ννν υυυ µµµ ιιι κκκ έέέ ςςς )))    
σσσ υυυ ννν θθθ έέέ σσσ εεε ιιι ςςς    τττ ωωω ννν    βββ ααα σσσ ιιι κκκ ώώώ ννν    τττ ύύύ πππ ωωω ννν    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς    
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αντίστοιχα. Εποµένως, άµεσα παίρνουµε 
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  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Το πρώτο βήµα µας αφορά την παραγοντοποίηση του πολυώνυµο του 
παρονοµαστή. Στη συγκεκριµένη άσκηση το τριώνυµο του παρονοµαστή έχει µιγαδικές ρίζες 
πολλαπλότητας 2 (δεν έχει πραγµατικές ρίζες), οπότε µένει ως έχει. Τα δεύτερο βήµα, που αφορά το 
“σπάσιµο” του κλάσµατος, το προσπερνούµε καθώς ο παρονοµαστής δεν έχει άλλους παράγοντες. 
Σαν τρίτο βήµα παρατηρούµε ότι το ολοκλήρωµα είναι ρρρ ηηη τττ όόό    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω µµµ ααα    τττ ηηη ςςς    εεε ιιι δδδ ιιι κκκ ήήή ςςς    
µµµ οοο ρρρ φφφ ήήή ςςς  

{ }
2

, 0,1
( ) 1

m

Ax B
dx m

xα β

+
∈ −

 + + 
∫ �  

(κάτι που θα µπορούσαµε φυσικά εξ’ αρχής να παρατηρήσουµε), και έτσι εργαζόµαστε αναλόγως. 
Συγκεκριµένα, εφόσον ο αριθµητής έχει σταθερό όρο χωρίζουµε το κλάσµα, κι έτσι έχουµε 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3
I 3

( 4) ( 4) ( 4) ( 4) ( 4)

x x dx x
dx dx dx

x x x x x

−
= = − = −

+ + + + +∫ ∫ ∫ ∫ . (1) 

Το δεύτερο ολοκλήρωµα της (1) είναι ακριβώς το δεύτερο ολοκλήρωµα της σχέσης (2) στην Άσκηση 3, 
κι εργαζόµενοι το ίδιο, η (1) παίρνει τη µορφή 

2 2 2

1
I 3

( 4) 2( 4)

dx

x x
= +

+ +∫ .  

Για το ολοκλήρωµα που αποµένει, µετατρέπουµε το πολυώνυµο στη µορφή (καθώς το τριώνυµο του 
παρονοµαστή δεν διαθέτει πραγµατικές ρίζες) 

2
2

( ) 1ax β + +   
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και στη συνέχεια µετατρέπουµε το ολοκλήρωµα σε (υπερβολικό) τριγωνοµετρικό µέσω της 
αντικατάστασης tanax tβ+ =  (αντίστ. sinhax tβ+ = ). Καταρχήν λοιπόν διαιρούµε και 
πολλαπλασιάζουµε µε 4 µέσα στο τετράγωνο του παρονοµαστή και παίρνουµε 

( ) ( )
2 2 2 2 2 2

2 22

1 3 1 3 1
I 3

16 162( 4) 2( 4) 2( 4)4 4 1 2 1
4

4

dx dx dx

x x xx x x

= + = + = +
+ + +     + + +    

 

∫ ∫ ∫ .  

Μετατρέπουµε το ρητό ολοκλήρωµα τώρα σε τριγωνοµετρικό µέσω του µετασχηµατισµού 2 tanx t= . 
Από την αντικατάσταση αυτή, έχουµε 

2 tanx t= , και 

2

2
(2 tan )  2(tan )    

cos
dx d t dx t dt dx dt

t
′= ⇒ = ⇒ = , 

και αντικαθιστώντας τα στο ολοκλήρωµα, αυτό γίνεται 

 
( )

2 2
2

2 2 2 2 2
2

2

2 1

3 1 6 1 3 1cos cosI cos
16 16 82( 4) 2( 4) 2( 4)1tan 1

cos

dt
t t

dt tdt
x x xt

t

= + = + = +
+ + + +

 
 

∫ ∫ ∫ . (2) 

Αναγόµαστε λοιπόν σε τττ ρρρ ιιι γγγ ωωω ννν οοο µµµ εεε τττ ρρρ ιιι κκκ όόό    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω µµµ ααα    άάά ρρρ τττ ιιι ααα ςςς    δδδ ύύύ ννν ααα µµµ ηηη ςςς , και το επιλύουµε 
ως τέτοιο µε υποβιβασµό της δύναµης. Έστω  

2
J cos tdt= ∫ .  

Χρησιµοποιώντας τη γνωστή τριγωνοµετρική ταυτότητα 22cos 1 cos 2t t= + , το ολοκλήρωµα αυτό 
γίνεται 

1 1 1 1 1
J 1 cos2 cos2 cos 2
2 2 2 2 2

tdt dt tdt t tdt= + = + = +∫ ∫ ∫ ∫ . (3) 

Το ολοκλήρωµα που έχουµε τώρα είναι µια γγγ ρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ ήήή    σσσ ύύύ ννν θθθ εεε σσσ ηηη    τττ οοο υυυ    βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ    
οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς  

cos sinxdx x c= +∫ .  

Έτσι λοιπόν στη σχέση (3) εµφανίζουµε στη θέση του dt  το (2 )d t  πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας 
µε το 2. Άρα 

1 1 1 1 1
J 2cos2 cos2 (2 )
2 2 2 2 4
t tdt t td t= + = +∫ ∫   

οπότε, χρησιµοποιώντας τον παραπάνω βββ ααα σσσ ιιι κκκ όόό    τττ ύύύ πππ οοο    ααα όόό ρρρ ιιι σσσ τττ ηηη ςςς    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς , λαµβάνουµε 

 
1 1

J sin 2
2 4
t t c= + + .  

Αντικαθιστώντας το τώρα στη (2), το ολοκλήρωµα της άσκησης γίνεται 
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2 2

3 1 1 1 3 3 1
I sin 2 sin 2
8 2 4 16 322( 4) 2( 4)

t t c t t c
x x

 = + + + = + + +  + + 
, (4) 

όπου η µεταβλητή t δίνεται από τη σχέση 2 tanx t= . Για να έχουµε λοιπόν τώρα τη λύση του 
ολοκληρώµατός µας σε µια “συµπαγή” µορφή, µετατρέπουµε το ηµίτονο της (4) σε εφαπτοµένη 
σύµφωνα µε το γνωστό τριγωνοµετρικό τύπο 

  
2

2 tan
sin 2

1 tan

t
t

t
=

+
,  

και έτσι η (4) γίνεται 

2 2 2 2

3 3 2 tan 1 3 3 tan 1
I
16 32 16 161 tan 2( 4) 1 tan 2( 4)

t t
t c t c

t x t x
= + + + = + + +

+ + + +
.  

Λόγω λοιπόν του µετασχηµατισµού 2 tanx t= , τελικά η λύση θα είναι 

( )2 2 2 2

3 3 2 1 3 3 1
I arctan( 2) arctan( 2)
16 16 16 82( 4) 4 2( 4)1 2

x x
x c x c

x x xx

= + + + = + + +
+ + ++

. 
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2 2
I

( 2)

dx

x x
=

+ +∫ . 

  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Το πρώτο βήµα µας αφορά την παραγοντοποίηση του πολυώνυµο του 
παρονοµαστή. Το τριώνυµο όµως δεν έχει πραγµατικές ρίζες, οπότε µένει ως έχει. Προσπερνούµε 
επίσης το δεύτερο βήµα, που αφορά το “σπάσιµο” του πολυωνυµικού κλάσµατος, καθώς αυτό δεν έχει 
άλλους παράγοντες. Σαν τρίτο βήµα παρατηρούµε τη µορφή της ρητής παράστασης για να 
ξεκαθαρίσουµε σε ποια περίπτωση εµπίπτει το ολοκλήρωµά µας. Παρατηρούµε λοιπόν ότι το 
ολοκλήρωµα είναι ρρρ ηηη τττ όόό    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω µµµ ααα    τττ ηηη ςςς    εεε ιιι δδδ ιιι κκκ ήήή ςςς    µµµ οοο ρρρ φφφ ήήή ςςς    

{ }
2

, 0,1
( ) 1

m

Ax B
dx m

xα β

+
∈ −

 + + 
∫ � . 

Για να το επιλύσουµε σαν τέτοιο, πρέπει πρώτα να φέρουµε τον παρονοµαστή στη µορφή 

2
( ) 1

m

ax β + +  , (1) 

έτσι ώστε να προβούµε στη συνέχεια στον µετασχηµατισµό tanax tβ+ =  (αντίστ. sinhax tβ+ = ), 
µετατρέποντας τη ρητή έκφραση σε (υπερβολική) τριγωνοµετρική. Εφόσον το τριώνυµο του 
παρονοµαστή είναι στην “ανεπτυγµένη” του µορφή, µε τη συµπλήρωση τετραγώνων το γράφουµε σαν 
άθροισµα τετραγώνων (καθώς δεν έχει πραγµατικές ρίζες), δηλ. 

2 2 2 2
2 2 2

2

I
( 2) ( 1 2) 7 41 1 1

2 2
2 2 2

dx dx dx

x x x
x x

= = =
+ +    + +     + + − +    

     

∫ ∫ ∫ . 

Πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας µε 7 4 , φέρνουµε τον παρονοµαστή στην επιθυµητή µορφή (1), 
δηλ. 
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2 2 2
2 2 2

16 16
I

49 49( 1 2) 7 4 ( 1 2) 1 27 4 1 17 4 7 4
7 2

dx dx dx

x x
x

= = =
     + + +  ++     +         

∫ ∫ ∫ . (2) 

Θέτοντας τώρα  

1 2
tan

7 2

x
t

+
= ,  

παίρνουµε 

7 1
tan

2 2
x t= −  και 

2

7 1 7 1 7 2
tan tan   

2 2 2 2 cos
dx d t t dt dx dt

t

′   
= − = − ⇒ =      

   
. 

Αντικαθιστώντας το παραπάνω στην (2), ανάγουµε το ολοκλήρωµά µας σε τριγωνοµετρικό, δηλ. 

( )
2 2

2

2 2
2

2

7 2 1

16 8 7 8 7cos cosI  = cos
49 49 491tan 1

cos

dt
t t

dt tdt

t

t

= =
 +
 
 

∫ ∫ ∫ . (3) 

Επιλύουµε τώρα το τττ ρρρ ιιι γγγ ωωω ννν οοο µµµ εεε τττ ρρρ ιιι κκκ όόό    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω µµµ ααα    άάά ρρρ τττ ιιι ααα ςςς    δδδ ύύύ ννν ααα µµµ ηηη ςςς . Υποβιβάζουµε, κατά 
τα γνωστά, τη δύναµη µε τη χρήση της γνωστής τριγωνοµετρικής ταυτότητας 22cos 1 cos 2t t= + , οπότε 
η (3) γίνεται 

4 7 4 7 4 7 4 7 4 7
I 1 cos 2 cos2 cos2

49 49 49 49 49
tdt dt tdt t tdt= + = + = +∫ ∫ ∫ ∫ .  

Το ολοκλήρωµα που αποµένει είναι µια γγγ ρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ ήήή    σσσ ύύύ ννν θθθ εεε σσσ ηηη    τττ οοο υυυ    βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ    
οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς  

cos sinxdx x c= +∫ ,  

και εργαζόµενοι κατά τα γνωστά, 

4 7 4 7 1 4 7 2 7
I cos 2 (2 ) sin 2

49 49 2 49 49
t td t t t c= + = + +∫ . (4)  

Θέλουµε την παραπάνω λύση που βρήκαµε να την εκφράσουµε ως προς την αρχική µας µεταβλητή x , 
µέσω της αντικατάστασης που κάναµε  

1 2
tan

7 2

x
t

+
= . (5) 

Για να µην έχουµε όµως, στην τελική µας λύση, τόξο εφαπτοµένης µέσα σε ηµίτονο, δεν έχουµε παρά να 
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αντικαταστήσουµε το sin 2t  της (4) µε εφαπτοµένη, βάσει της γνωστής ταυτότητας 

  
2

2 tan
sin 2

1 tan

t
t

t
=

+
,  

δηλ. 

2

4 7 2 7 2 tan
I

49 49 1 tan

t
t c

t
= + +

+
,   

και έτσι, µέσω της (5) τώρα, παίρνουµε µια “ορθότερη” λύση, καθώς η λύση µας γράφεται τώρα 

2 2

1 2
2

4 7 2 7 4 7 2 1 27 2
I

49 49 49 7 7 4 ( 1 2)1 2
1

7 2

x

x
t c t c

xx

+

+
= + + = + +

+ + +
+   
 

. 
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2 3

4
I

( 2 5)

x
dx

x x

+
=

− +∫ . 

  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Το πρώτο βήµα µας αφορά την παραγοντοποίηση του πολυώνυµο του 
παρονοµαστή. Το τριώνυµο όµως δεν έχει πραγµατικές ρίζες, οπότε µένει ως έχει. Προσπερνούµε 
επίσης το δεύτερο βήµα που αφορά το “σπάσιµο” του πολυωνυµικού κλάσµατος καθώς αυτό δεν έχει 
άλλους παράγοντες. Παρατηρούµε λοιπόν ότι το ολοκλήρωµα είναι της ειδικής µορφής 

{ }
2

, 0,1
( ) 1

m

Ax B
dx m

xα β

+
∈ −

 + + 
∫ � . 

Για την περίπτωση λοιπόν αυτή, εφόσον έχουµε σταθερό όρο στον αριθµητή µπορούµε να χωρίσουµε 
το κλάσµα. Μπορούµε όµως και να συνεχίσουµε, µε τη ρητή έκφραση όπως είναι (ο χωρισµός του 
κλάσµατος γίνεται γενικά για ευκολία). Πρέπει τώρα να φέρουµε τον παρονοµαστή στη µορφή 

2
( ) 1

m

ax β + +  , (1) 

έτσι ώστε να προβούµε στη συνέχεια στον µετασχηµατισµό tanax tβ+ = , µετατρέποντας τη ρητή 
έκφραση σε τριγωνοµετρική. Εφόσον το τριώνυµο του παρονοµαστή είναι στην “ανεπτυγµένη” του 
µορφή, µε τη συµπλήρωση τετραγώνων το γράφουµε σαν άθροισµα τετραγώνων, δηλ. 

2 3 3 3
2 2 2

2

4 4 4
I

( 2 5) ( 1) 42 2 2
2 5
2 2 2

x x x
dx dx dx

x x x
x x

+ + +
= = =

− +    − +     − + − +    
     

∫ ∫ ∫ . 

Πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας µε 4, φέρνουµε τον παρονοµαστή στην επιθυµητή µορφή (1), δηλ. 
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3 3 3 3
2 2 2

4 1 4 1 4
I

644( 1) 4 ( 1) 1
4 1 1

4 4 2

x x x
dx dx dx

x x x

+ + +
= = =

     − + − − + +      
       

∫ ∫ ∫ . (2) 

Θέτοντας τώρα 

1
tan

2

x
t

−
= ,  

παίρνουµε 

2 tan 1x t= +  και 

2

2
(2 tan 1) (2 tan 1)   

cos
dx d t t dt dx dt

t
′= + = + ⇒ = . 

Αντικαθιστώντας το παραπάνω στην (2), ανάγουµε το ολοκλήρωµά µας σε τριγωνοµετρικό, δηλ. 

( ) ( )3 2 3 2
2 2

1 2 tan 1 4 2 1 2 tan 5 1
I  
64 32cos costan 1 tan 1

t t
dt dt
t tt t

+ + +
= = ⇒

+ +
∫ ∫  

3

3 2

4
2

sin sin
2 5 2 5

1 1 1 1cos cosI (2sin 5cos )cos  
132 32 32cos1

coscos

t t

t tdt dt t t tdt
t

tt

+ +
= = = + ⇒

 
 
 

∫ ∫ ∫   

3 41 5
I sin cos cos .
16 32

t tdt tdt= +∫ ∫  (3) 

Έστω  

3 4
J sin cos ,   K cos .t tdt tdt= =∫ ∫  

Τα δυο αυτά τριγωνοµετρικά ολοκληρώµατα µπορούν να επιλυθούν σύµφωνα µε την ειδική µέθοδο 
επίλυσης γγγ ιιι ννν οοο µµµ έέέ ννν οοο υυυ    τττ ρρρ ιιι γγγ ωωω ννν οοο µµµ εεε τττ ρρρ ιιι κκκ ώώώ ννν    πππ εεε ρρρ ιιι τττ τττ ήήή ςςς    δδδ ύύύ ννν ααα µµµ ηηη ςςς  και άάά ρρρ τττ ιιι ααα ςςς    δδδ ύύύ ννν ααα µµµ ηηη ςςς  
αντίστοιχα. Για το πρώτο ολοκλήρωµα, εφόσον υπάρχει τριγωνοµετρικό σε περιττή δύναµη, σπάµε τη 
δύναµη και παίρνουµε κατά τα γνωστά (της αντίστοιχης µεθόδου) 

3 2 2
J sin cos sin cos cos sin cos (sin )t tdt t t tdt t t t dt′= = =∫ ∫ ∫ , 

και χρησιµοποιώντας τον ορισµό του διαφορικού συνάρτησης δηλ. ( ) ( )df x f x dx′= , η παραπάνω 
σχέση δίνει 

2
J sin cos (sin )t td t= ∫ . 

Εφαρµόζοντας τη βασική τριγωνοµετρική ταυτότητα, παίρνουµε 

2 3
J sin (1 sin ) (sin ) sin (sin ) sin (sin )t t d t td t td t= − = −∫ ∫ ∫ , 
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όπου τα δύο αυτά ολοκληρώµατα είναι γγγ εεε ννν ιιι κκκ έέέ ςςς    ((( τττ ρρρ ιιι γγγ ωωω ννν οοο µµµ εεε τττ ρρρ ιιι κκκ έέέ ςςς )))    σσσ υυυ ννν θθθ έέέ σσσ εεε ιιι ςςς    τττ οοο υυυ    
βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ    ααα όόό ρρρ ιιι σσσ τττ ηηη ςςς    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς    

1

,   1
1

a
a x
x dx c a

a

+

= + ≠ −
+∫ , 

µε µεταβλητή την sin t . Έτσι τελικά, έχουµε 

2 41 1
J sin sin
2 4

t t c= − + .  

Για το ολοκλήρωµα 

4
K cos tdt= ∫ , 

εργαζόµαστε, κατά τα γνωστά (υποβιβάζοντας τη δύναµη), κάνοντας χρήση της γνωστής 
τριγωνοµετρικής ταυτότητας 22cos 1 cos 2t t= + , δηλ. 

2 21 1 1 1
K (1 cos 2 ) (1 2cos2 cos 2 ) 1 2cos 2 (1 cos4 )  

4 4 4 2

1 1 1 1 3 1 1
K cos2 cos4 cos2 cos4 .

4 2 8 8 8 2 8

t dt t t dt t t dt

dt tdt dt tdt t tdt tdt

 = + = + + = + + + ⇒  

= + + + = + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

Τα ολοκληρώµατα που αποµένουν είναι γγγ ρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ έέέ ςςς    σσσ υυυ ννν θθθ έέέ σσσ εεε ιιι ςςς    τττ οοο υυυ    βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ    ααα όόό ρρρ ιιι ---
σσσ τττ ηηη ςςς    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς  

cos sinxdx x c= +∫ ,  

οπότε θα έχουµε 

3 1 1 1 1
K cos2 (2 ) cos4 (4 ) 

8 2 2 8 4

3 1 1
K sin 2 sin 4 .

8 4 32

t td t td t

t t t c

= + + ⇒

= + + +

∫ ∫
 

Αντικαθιστώντας λοιπόν τα επιµέρους ολοκληρώµατα J και Κ στην (3), παίρνουµε 

2 41 1 1 5 3 1 1
I sin sin sin 2 sin 4 +c 
16 2 4 32 8 4 32

t t t t t
   = − + + + ⇒   
   

  

2 41 1 15 5 5
I sin sin sin 2 sin 4 .
32 64 256 128 1024

t t t t t c= − + + + +  (4) 

Επιθυµούµε, όµως, τα παραπάνω τριγωνοµετρικά να έχουν µεταβλητή 2t  αντί t  και 4t , έτσι ώστε 
κατά την µετατροπή τους σε εφαπτοµένες, βάσει των γνωστών τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων 

  
2

2 tan
sin 2

1 tan

t
t

t
=

+
 και  
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2

2

1 tan
cos2

1 tan

t
t

t

−
=

+
, 

να έχουµε µόνο εφαπτοµένες της t, για να απλοποιηθεί έτσι η τελική παράσταση βάσει του 
µετασχηµατισµού που κάναµε πριν:   

1
tan

2

x
t

−
= .  

Κάνοντας λοιπό χρήση των τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων 22sin 1 cos 2t t= −  και sin 2 2sin cost t t= , η 
(4) δίνει 

21 1 15 5 5 2
I (1 cos 2 ) (1 cos 2 ) sin 2 sin 2 cos2  
64 64 4 256 128 1024

t t t t t t c
⋅

= − − − + + + + ⇒
⋅

  

21 1 15 5 5
I (1 cos 2 ) (1 cos2 ) sin 2 sin 2 cos2
64 256 256 128 512

t t t t t t c= − − − + + + + . (5)  

Τώρα λοιπόν, µετατρέπουµε τα ηµίτονα και τα συνηµίτονα, στα οποία εκφράστηκε το ολοκλήρωµά 
µας, σε εφαπτοµένες βάσει των παραπάνω γνωστών τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων 

2
2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 tan 1 1 tan 15 5 2 tan 5 2 tan 1 tan
I 1 1  
64 256 256 128 5121 tan 1 tan 1 tan 1 tan 1 tan

t t t t t
t c

t t t t t

   − − −
= − − − + + + + ⇒   

+ + + + +   
   

( )
( )

2 22 2

2 2 2 2
2

tan 1 tan1 tan 1 tan 15 5 tan 5
I
32 64 256 64 2561 tan 1 tan 1 tan 1 tan

t tt t t
t c

t t t t

−   
= − + + + +   

+ + +    +
. (6)  

Γράφουµε τώρα την παραπάνω λύση στην αρχική µεταβλητή x, αντικαθιστώντας την εφαπτοµένη από 
το µετασχηµατισµό που κάναµε πριν   

1
tan

2

x
t

−
= .  

Η (6) λοιπόν θα γραφεί τελικά, 

2 4

2 2
2

1 1

1 1 15 12 2
I arctan
32 64 256 21 11 1

2 2

x x

x

x x

− −   
    −   = − + +

−   − +   +       

  

 

2
2

2 2
2

1 1
1 1

2 25 52  
64 2561 11 1

2 2

x x
x

c
x x

 − − − −  
   + + + ⇒

−   − +   +       
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2
24

2 2 2 2
2 2

( 1) 4 ( 1)1 1 1 ( 1) 15 1 5 1 5
I arctan .
32 64 256 2 32 5124 ( 1) 4 ( 1)4 ( 1) 4 ( 1)

x xx x x x
c

x xx x

 − − −− − − −  = ⋅ − ⋅ + + + +
+ − + −   + − + −   
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2 2

3 1
I

( 4)

x x
dx

x

− +
=

+∫ . 

  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Το πρώτο βήµα µας για την επίλυση του ζητούµενου ρητού ολοκληρώµατος 
αφορά την παραγοντοποίηση του πολυώνυµο του παρονοµαστή. Το τριώνυµο όµως δεν έχει 
πραγµατικές ρίζες, οπότε µένει ως έχει. Το δεύτερο βήµα, αφορά το σπάσιµο του κλάσµατος σε 
απλούστερα, αλλά στην περίπτωσή µας, το πολυώνυµο του παρονοµαστή δεν διαθέτει διάφορους 
µεταξύ τους παράγοντες, παρά µόνο έναν (µια µιγαδική ρίζα διπλής πολλαπλότητας). Παρατηρούµε 
έτσι (κάτι που θα µπορούσαµε εξ’ αρχής να παρατηρήσουµε) ότι το ρητό ολοκλήρωµά µας, είναι της 
µορφής, 

{ }
2

, 0,1
( ) 1

m

Ax Bx
dx m

x

Γ

α β

+ +
∈ −

 + + 
∫ � . 

Στην περίπτωση αυτή (σύµφωνα µε την αντίστοιχη µεθοδολογία της αόριστης ολοκλήρωσης ρητών 
συναρτήσεων), εµφανίζουµε το τριώνυµο του παρονοµαστή στον αριθµητή, δηλ. 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

(1 3) 1 3 4 4 (1 3) 1 3 4 (1 3) 11 3
I 3 3 3  

( 4) ( 4) ( 4) ( 1)

x x x x x x
dx dx dt

x x x t

− + + − − + + − −
= = = + ⇒

+ + + +∫ ∫ ∫  

2 2 2

11
I 3

4 ( 4)

dx x
dx

x x

+
= −

+ +∫ ∫ . 

Το πρώτο ολοκλήρωµα είναι γγγ ρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ ήήή    σσσ ύύύ ννν θθθ εεε σσσ ηηη    βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ    ααα όόό ρρρ ιιι σσσ τττ ηηη ςςς    
οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς , ενώ το δεύτερο το είναι της µορφής 

{ }
2

, 0,1
( ) 1

m

Ax B
dx m

xα β

+
∈ −

 + + 
∫ � . 
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και, σύµφωνα µε την αντίστοιχη µεθοδολογία, το σπάµε και το µετατρέπουµε σε τριγωνοµετρικό. Άρα, 

2 2 2 2 2 2
2 2 2

11 3 1 11 3 1 11
I 3  

4 16 4 164 ( 2) 14 ( 2) 14 14 1
4 44 4

dx x dx x dx x
dx dx dx

x x xx x x

+ + +
= − = − = − ⇒

+ +     + ++  +   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

2 2 2
2 2

3 ( 2) 1 11 3 1 11
I 2 arctan ( 2)
4 16 2 16( 2) 1 ( 2) 1 ( 2) 1

d x x x
dx x dx

x x x

+ +
= − = −

+    + +   
∫ ∫ ∫ . 

Σπάµε το ολοκλήρωµα που αποµένει (καθώς ο αριθµητής έχει σταθερό όρο), και εποµένως 

2 2
2 2

3 1 11
I arctan ( 2)  
2 16 ( 2) 1 ( 2) 1

x
x dx

x x

= − + ⇒
   + +   
∫  

2 2
2 2

3 1 11
I arctan ( 2)
2 16 16( 2) 1 ( 2) 1

x dx
x dx

x x

= − −
   + +   
∫ ∫ . 

Στο πρώτο από τα δύο ολοκληρώµατα, εµφανίζουµε στον αριθµητή του την παράγωγο του τριωνύµου 
του παρονοµαστή, δηλ.  

2
( 2) 1 2x x

′ + =  , οπότε 

2 2
2 2

3 1 2 11
I arctan ( 2) 2  
2 16 16( 2) 1 ( 2) 1

x dx
x dx

x x

= − − ⇒
   + +   
∫ ∫  

2

2 2
2 2

( 2) 13 1 11
I arctan ( 2)  
2 8 16( 2) 1 ( 2) 1

x dx
x dx

x x

′ + = − − ⇒
   + +   
∫ ∫  

2

2 2
2 2

( 2) 13 1 11
I arctan ( 2)  
2 8 16( 2) 1 ( 2) 1

d x dx
x

x x

 + = − − ⇒
   + +   
∫ ∫  

2 2
2

3 1 11
I arctan ( 2)
2 8 16 ( 2) 1

dt dx
x

t x

= − −
 + 

∫ ∫ , όπου 2( 2) 1t x= + . 

Άρα λοιπόν 

2 1

2
2

3 1 11
I arctan ( 2)  
2 8 2 1 16 ( 2) 1

t dx
x

x

− +

= − − ⇒
− +  + 

∫  

2 2
2

3 1 8 11
I arctan ( 2)
2 16( 2) 1 ( 2) 1

dx
x

x x

= + −
+  + 

∫ . 
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Μετατρέπουµε το ολοκλήρωµα που αποµένει σε τριγωνοµετρικό, θέτοντας tanx t= . Παίρνουµε 
λοιπόν, 2(tan ) cosdx d t dt t= = , και αντικαθιστώντας στο ολοκλήρωµα, θα έχουµε 

2 2
2 2

3 1 8 11
I arctan ( 2)  
2 16( 2) 1 cos tan 1

dt
x

x t t

= + − ⇒
+  + 

∫  

2 2

2

2

3 1 8 11
I arctan ( 2)  
2 16( 2) 1 1

cos
cos

dt
x

x
t

t

= + − ⇒
+  

  

∫  

2

2

3 1 8 11
I arctan ( 2) cos
2 16( 2) 1

x tdt
x

= + −
+ ∫ , 

και κατά τα γνωστά, 

2 2

3 1 8 11 1 3 1 8 11
I arctan ( 2) (1 cos 2 ) arctan ( 2) cos 2  
2 16 2 2 32( 2) 1 ( 2) 1

x t dt x tdt
x x

= + − + = + − ⇒
+ +∫ ∫  

2

3 1 8 11 1
I arctan ( 2) cos 2 (2 ) 
2 32 2( 2) 1

x td t
x

= + − ⇒
+ ∫  

2

3 1 8 11
I arctan ( 2) sin 2
2 64( 2) 1

x t c
x

= + − +
+

. (1) 

Για να αντικαταστήσουµε τη µεταβλητή t , µέσω του µετασχηµατισµού µας tanx t= , θα θέλαµε στη 
λύση (1), το sin 2t  να είναι γραµµένο σαν tan t . Τα ηµίτονα και συνηµίτονα, όπως ξέρουµε, µπορούν 
πάντα να γραφούν σαν εφαπτοµένες, βάσει γνωστών τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων. Για το ηµίτονο, 
συγκεκριµένα, γνωρίζουµε ότι 

2

2 tan
sin 2

1 tan

t
t

t
=

+
, 

οπότε η (1) µπορεί να γραφεί 

2 2

3 1 8 11 tan
I arctan ( 2)
2 32( 2) 1 1 tan

t
x c

x t
= + − +

+ +
. 

Αντικαθιστώντας τώρα τον µετασχηµατισµό µας tanx t= , παίρνουµε τελικά τη λύση 

2 2

3 1 8 11
I arctan ( 2)
2 32( 2) 1 1

x
x c

x x
= + − +

+ +
. 
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2 2

3 1
I

( 4)

x x
dx

x

− +
=

+∫ . 

  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Το πρώτο βήµα µας για την επίλυση του ζητούµενου ρητού ολοκληρώµατος 
αφορά την παραγοντοποίηση του πολυώνυµο του παρονοµαστή. Το τριώνυµο όµως δεν έχει 
πραγµατικές ρίζες, οπότε µένει ως έχει. Το δεύτερο βήµα, αφορά το σπάσιµο του κλάσµατος σε 
απλούστερα, αλλά στην περίπτωσή µας, το πολυώνυµο του παρονοµαστή δεν διαθέτει διάφορους 
µεταξύ τους παράγοντες, παρά µόνο έναν (µια µιγαδική ρίζα διπλής πολλαπλότητας). Παρατηρούµε 
έτσι (κάτι που θα µπορούσαµε εξ’ αρχής να παρατηρήσουµε) ότι το ρητό ολοκλήρωµά µας, είναι της 
µορφής, 

{ }
2

, 0,1
( ) 1

m

Ax Bx
dx m

x

Γ

α β

+ +
∈ −

 + + 
∫ � . 

Στην περίπτωση αυτή (σύµφωνα µε την αντίστοιχη µεθοδολογία της αόριστης ολοκλήρωσης ρητών 
συναρτήσεων), εµφανίζουµε το τριώνυµο του παρονοµαστή στον αριθµητή, δηλ. 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

(1 3) 1 3 4 4 (1 3) 1 3 4 (1 3) 11 3
I 3 3 3  

( 4) ( 4) ( 4) ( 1)

x x x x x x
dx dx dt

x x x t

− + + − − + + − −
= = = + ⇒

+ + + +∫ ∫ ∫  

2 2 2

11
I 3

4 ( 4)

dx x
dx

x x

+
= −

+ +∫ ∫ . 

Το πρώτο ολοκλήρωµα είναι γγγ ρρρ ααα µµµ µµµ ιιι κκκ ήήή    σσσ ύύύ ννν θθθ εεε σσσ ηηη    βββ ααα σσσ ιιι κκκ οοο ύύύ    τττ ύύύ πππ οοο υυυ    ααα όόό ρρρ ιιι σσσ τττ ηηη ςςς    
οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς , ενώ το δεύτερο το είναι της µορφής 

{ }
2

, 0,1
( ) 1

m

Ax B
dx m

xα β

+
∈ −

 + + 
∫ � . 
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και, σύµφωνα µε την αντίστοιχη µεθοδολογία, το σπάµε και το µετατρέπουµε σε τριγωνοµετρικό. Άρα, 

2 2 2 2 2 2
2 2 2

11 3 1 11 3 1 11
I 3  

4 16 4 164 ( 2) 14 ( 2) 14 14 1
4 44 4

dx x dx x dx x
dx dx dx

x x xx x x

+ + +
= − = − = − ⇒

+ +     + ++  +   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

2 2 2
2 2

3 ( 2) 1 11 3 1 11
I 2 arctan ( 2)
4 16 2 16( 2) 1 ( 2) 1 ( 2) 1

d x x x
dx x dx

x x x

+ +
= − = −

+    + +   
∫ ∫ ∫ . 

Σπάµε το ολοκλήρωµα που αποµένει (καθώς ο αριθµητής έχει σταθερό όρο), και εποµένως 

2 2
2 2

3 1 11
I arctan ( 2)  
2 16 ( 2) 1 ( 2) 1

x
x dx

x x

= − + ⇒
   + +   
∫  

2 2
2 2

3 1 11
I arctan ( 2)
2 16 16( 2) 1 ( 2) 1

x dx
x dx

x x

= − −
   + +   
∫ ∫ . 

Στο πρώτο από τα δύο ολοκληρώµατα, εµφανίζουµε στον αριθµητή του την παράγωγο του τριωνύµου 
του παρονοµαστή, δηλ.  

2
( 2) 1 2x x

′ + =  , οπότε 

2 2
2 2

3 1 2 11
I arctan ( 2) 2  
2 16 16( 2) 1 ( 2) 1

x dx
x dx

x x

= − − ⇒
   + +   
∫ ∫  

2

2 2
2 2

( 2) 13 1 11
I arctan ( 2)  
2 8 16( 2) 1 ( 2) 1

x dx
x dx

x x

′ + = − − ⇒
   + +   
∫ ∫  

2

2 2
2 2

( 2) 13 1 11
I arctan ( 2)  
2 8 16( 2) 1 ( 2) 1

d x dx
x

x x

 + = − − ⇒
   + +   
∫ ∫  

2 2
2

3 1 11
I arctan ( 2)
2 8 16 ( 2) 1

dt dx
x

t x

= − −
 + 

∫ ∫ , όπου 2( 2) 1t x= + . 

Άρα λοιπόν 

2 1

2
2

3 1 11
I arctan ( 2)  
2 8 2 1 16 ( 2) 1

t dx
x

x

− +

= − − ⇒
− +  + 

∫  

2 2
2

3 1 8 11
I arctan ( 2)
2 16( 2) 1 ( 2) 1

dx
x

x x

= + −
+  + 

∫ . 
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Μετατρέπουµε το ολοκλήρωµα που αποµένει σε τριγωνοµετρικό, θέτοντας tanx t= . Παίρνουµε 
λοιπόν, 2(tan ) cosdx d t dt t= = , και αντικαθιστώντας στο ολοκλήρωµα, θα έχουµε 

2 2
2 2

3 1 8 11
I arctan ( 2)  
2 16( 2) 1 cos tan 1

dt
x

x t t

= + − ⇒
+  + 

∫  

2 2

2

2

3 1 8 11
I arctan ( 2)  
2 16( 2) 1 1

cos
cos

dt
x

x
t

t

= + − ⇒
+  

  

∫  

2

2

3 1 8 11
I arctan ( 2) cos
2 16( 2) 1

x tdt
x

= + −
+ ∫ , 

και κατά τα γνωστά, 

2 2

3 1 8 11 1 3 1 8 11
I arctan ( 2) (1 cos 2 ) arctan ( 2) cos 2  
2 16 2 2 32( 2) 1 ( 2) 1

x t dt x tdt
x x

= + − + = + − ⇒
+ +∫ ∫  

2

3 1 8 11 1
I arctan ( 2) cos 2 (2 ) 
2 32 2( 2) 1

x td t
x

= + − ⇒
+ ∫  

2

3 1 8 11
I arctan ( 2) sin 2
2 64( 2) 1

x t c
x

= + − +
+

. (1) 

Για να αντικαταστήσουµε τη µεταβλητή t , µέσω του µετασχηµατισµού µας tanx t= , θα θέλαµε στη 
λύση (1), το sin 2t  να είναι γραµµένο σαν tan t . Τα ηµίτονα και συνηµίτονα, όπως ξέρουµε, µπορούν 
πάντα να γραφούν σαν εφαπτοµένες, βάσει γνωστών τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων. Για το ηµίτονο, 
συγκεκριµένα, γνωρίζουµε ότι 

2

2 tan
sin 2

1 tan

t
t

t
=

+
, 

οπότε η (1) µπορεί να γραφεί 

2 2

3 1 8 11 tan
I arctan ( 2)
2 32( 2) 1 1 tan

t
x c

x t
= + − +

+ +
. 

Αντικαθιστώντας τώρα τον µετασχηµατισµό µας tanx t= , παίρνουµε τελικά τη λύση 

2 2

3 1 8 11
I arctan ( 2)
2 32( 2) 1 1

x
x c

x x
= + − +

+ +
. 
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4 2

2 2

3 17 10
I

( 1)

x x
dx

x

+ +
=

+∫ . 

  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Η ρητή έκφραση του ολοκληρώµατός µας έχει ισοβάθµια πολυώνυµα σε αριθµητή 
και παρονοµαστή και εποµένως πρέπει να προβούµε σε διαίρεση πολυωνύµων. Μπορούµε όµως, πιο 
άµεσα, να απλοποιήσουµε τη ρητή παράσταση εµφανίζοντας το πολυώνυµο του παρονοµαστή στον 
αριθµητή, δηλ. 

4 2 4 2 4 2 2 2

2 2 4 2 4 2

3 17 10 1 (17 3) 10 3 1 (2 1) (2 1) (17 3) 10 3
I  

3 3( 1) 2 1 2 1

x x x x x x x x
dx dx dx

x x x x x

+ + + + + + − + + +
= = = ⇒

+ + + + +∫ ∫ ∫
 

4 2 2 2

4 2 4 2 4 2

1 2 1 (11 3) 7 3 1 (11 3) 7 3
I 1  
3 32 1 2 1 2 1

x x x x
dx dx

x x x x x x

+ + + +
= + = + ⇒

+ + + + + +∫ ∫  

2

2 2

1 (11 3) 7 3
I
3 3 ( 1)

x x
dx

x

+
= +

+∫ . 

Αναγόµαστε έτσι σε ρητό ολοκλήρωµα στη διαιρεµένη του µορφή. Είναι προφανές ότι το πολυώνυµο 
του παρονοµαστή δεν διαθέτει πραγµατικές ρίζες και ούτε περιλαµβάνει άλλους παράγοντες για να 
το απλοποιήσουµε σπάζοντάς το. Παρατηρούµε εδώ ότι το ολοκλήρωµά µας είναι ρρρ ηηη τττ όόό    
οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω µµµ ααα    τττ ηηη ςςς    εεε ιιι δδδ ιιι κκκ ήήή ςςς       µµµ οοο ρρρ φφφ ήήή ςςς       

{ }
2

, 0,1
( ) 1

m

Ax B
dx m

x

Γ

α β

+ +
∈ −

 + + 
∫ � . 

οπότε και εργαζόµαστε µε την αντίστοιχη µεθοδολογία. Εµφανίζουµε λοιπόν το τριώνυµο του 
παρονοµαστή στον αριθµητή, δηλ. 
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2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 11 7 11 11 1 1 7 11 11 1 4 11
I  
3 3 3 3 9 3 9( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x
dx dx dx

x x x x

+ + − + + −
= + = + = + + ⇒

+ + + +∫ ∫ ∫  

2 2 2

11 4
I
3 9 91 ( 1)

x dx dx

x x
= + −

+ +∫ ∫ . 

Το πρώτο ολοκλήρωµα είναι βββ ααα σσσ ιιι κκκ όόό ςςς    τττ ύύύ πππ οοο ςςς    ααα όόό ρρρ ιιι σσσ τττ ηηη ςςς    οοο λλλ οοο κκκ λλλ ήήή ρρρ ωωω σσσ ηηη ςςς , ενώ το δεύτερο είναι 
της µορφής 

{ }
2

, 0,1
( ) 1

m

Ax B
dx m

xα β

+
∈ −

 + + 
∫ � . 

και ανάγεται σε τριγωνοµετρικό ολοκλήρωµα. Συγκεκριµένα 

2 2

11 4
I arctan
3 9 9 ( 1)

x dx
x

x
= + −

+∫ . 

Μέσω τώρα της αντικατάστασης tanx t= , έχουµε 2(tan ) cosdx d t dt t= = , οπότε το παραπάνω 
ολοκλήρωµα παίρνει τη µορφή 

2 2 2

11 4
I arctan  
3 9 9 cos (tan 1)

x dt
x

t t
= + − ⇒

+∫  

2

2 2

2

11 4 11 4
I arctan arctan cos

13 9 9 3 9 9
cos ( )

cos

x dt x
x x tdt

t
t

= + − = + −∫ ∫ . 

Κατά τα γνωστά τώρα, το ολοκλήρωµα που αποµένει βάση γνωστής τριγωνοµετρικής ταυτότητας, 
γίνεται 

11 4 1 11 2 2
I arctan 1 cos(2 ) arctan cos(2 )  
3 9 9 2 3 9 9 9

x x
x t dt x t t dt= + − + = + − − ⇒∫ ∫  

11 2 2 1
I arctan cos(2 ) (2 ) 
3 9 9 9 2

x
x t t d t= + − − ⇒∫  

11 2 1
I arctan sin 2
3 9 9 9

x
x t t c= + − − + . (1) 

Για να αντικαταστήσουµε τη µεταβλητή t , µέσω του µετασχηµατισµού µας tanx t= , θα θέλαµε στη 
λύση (1), το sin 2t  να είναι γραµµένο σαν tan t . Τα ηµίτονα και συνηµίτονα, όπως ξέρουµε, µπορούν 
πάντα να γραφούν σαν εφαπτοµένες, βάσει γνωστών τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων. Για το ηµίτονο, 
συγκεκριµένα, γνωρίζουµε ότι 

2

2 tan
sin 2

1 tan

t
t

t
=

+
, 

οπότε η (1) µπορεί πλέον να γραφεί 
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2

11 2 2 tan
I arctan
3 9 9 9 1 tan

x t
x t c

t
= + − − +

+
, 

και έτσι βάσει του µετασχηµατισµού µας tanx t= , τελικά παίρνουµε τη λύση 

2 2

11 2 2 2
I arctan arctan arctan
3 9 9 9 3 91 1

x x x x
x x c x c

x x
= + − − + = + − +

+ +
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4 2

2 3

3 2 1
I

( 1)

x x
dx

x

− −
=

+∫ . 

  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ::   Το πρώτο βήµα µας για την επίλυση του ζητούµενου ρητού ολοκληρώµατος 
αφορά την παραγοντοποίηση του πολυώνυµο του παρονοµαστή. Το τριώνυµο όµως δεν έχει 
πραγµατικές ρίζες, οπότε µένει ως έχει. Το δεύτερο βήµα, αφορά το σπάσιµο του κλάσµατος σε 
απλούστερα, αλλά στην περίπτωσή µας, το πολυώνυµο του παρονοµαστή δεν διαθέτει διάφορους 
µεταξύ τους παράγοντες, παρά µόνο έναν (µια µιγαδική ρίζα τριπλής πολλαπλότητας). Παρατηρούµε 
έτσι (κάτι που θα µπορούσαµε εξ’ αρχής να παρατηρήσουµε) ότι το ρητό ολοκλήρωµά µας, είναι της 
µορφής, 

{ }
2

( )
,  ,  2< 20,1

( ) 1

k

n

P x
dx n k n

ax β
∈ − ≠

 + + 
∫ � . 

Στην περίπτωση λοιπόν αυτή, που ο βαθµός του πολυωνύµου του αριθµητή είναι διάφορος του 
παρονοµαστή (σύµφωνα µε την αντίστοιχη µεθοδολογία της αόριστης ολοκλήρωσης ρητών 
συναρτήσεων), µετατρέπουµε κατευθείαν το ολοκλήρωµα σε (υπερβολικό) τριγωνοµετρικό µέσω του 
µετασχηµατισµού tanax tβ+ =  (αντίστ. sinhax tβ+ = ).   

 Μέσω της αντικατάστασης tanx t= , έχουµε 2(tan ) cosdx d t dt t= = , οπότε το ολοκλήρωµα 
παίρνει τη µορφή 

4 2 4 2

2 2 3
2

6

3tan 2 tan 1 3tan 2 tan 1
I

1cos (tan 1)
cos

cos

t t t t
dt dt

t t
t

t

− − − −
= = =

+∫ ∫ 4 4 2
cos (3tan 2 tan 1)  t t t du− − ⇒∫  

2 2
4 4

2 4 2 4

sin 1 sin 1
I 3sin 2 3 sin 2

cos cos cos cos

t t
t dt tdt dt dt

t t t t

 
= − − = − − 

 
∫ ∫ ∫ ∫ . (1) 
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Υπολογίζουµε σαν δδδ ύύύ ννν ααα µµµ ηηη    τττ ρρρ ιιι γγγ ωωω ννν οοο µµµ εεε τττ ρρρ ιιι κκκ οοο ύύύ , το πρώτο ολοκλήρωµα, δηλ. µε κατά παράγοντες 
ολοκλήρωση Κατά τα γνωστά λοιπόν, παίρνουµε διαδοχικά   

4 3 3
sin sin sin sin ( cos )  tdx t tdx t t dt′= = − ⇒∫ ∫ ∫   

4 3 3 3 2 2
sin sin cos (sin ) cos sin cos 3 sin costdt t t t tdt t t t tdt′= − + = − +∫ ∫ ∫ .  

Εµφανίζουµε (µέσα στο ολοκλήρωµα) µόνο το ηµίτονο, µε τη χρήση της βασικής τριγωνοµετρικής 
ταυτότητας, δηλ. 

4 3 2 2

4 3 2 4

sin sin cos 3 sin (1 sin )  

sin sin cos 3 sin 3 sin  

tdx t t t t dt

tdt t t tdt tdt

= − + − ⇒

= − + − ⇒

∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

4 3 2

4 3 2

4 sin sin cos 3 sin  

1 3
sin sin cos sin .

4 4

tdt t t tdt

tdt t t tdt

= − + ⇒

= − +

∫ ∫

∫ ∫
 

Από γνωστή τριγωνοµετρική ταυτότητα, υποβιβάζουµε τη δύναµη του ηµιτόνου, δηλ. 

4 3 31 3 1 3 3
sin sin cos (1 cos 2 ) sin cos sin 2

4 8 4 8 16
tdt t t t dt t t t t c= − + − = − + − +∫ ∫ .  

Αντικαθιστώντας στην (1), παίρνουµε  

2
3

2 4

3 9 9 sin 1
I sin cos sin 2 2

4 8 16 cos cos

t
t t t t dt dt

t t
= − + − − −∫ ∫ . (2) 

Τα εναποµείναντα ολοκληρώµατα της (2) είναι των µορφών 

sin
,   ,

cos

m

n

x
dx m n
x

∈∫ �  και ,  
cosn
dx

n
x

∈∫ �  

αντίστοιχα, δηλ. πηλίκα τριγωνοµετρικών αρτίων δυνάµεων. Επειδή έχουµε άρτιες δυνάµεις, 
εργαζόµαστε µε την γενική µεθοδολογία, δηλ. πραγµατοποιούµε τον µετασχηµατισµό tan( 2)u t= , 
από όπου έχουµε, 

2arctant u= , 
2

2

1

du
dt

u
=

+
, 

2

2
sin

1

u
t

u
=

+
, 

2

2

1
cos

1

u
t

u

−
=

+
.  

Αντικαθιστώντας λοιπόν τα παραπάνω στη (2), αναγόµαστε σε ρητή ολοκλήρωση, δηλ. 

 

2

2
3

2 2 4 2
2 2

2 2

2

3 9 9 2 1 21
I sin cos sin 2 2  

4 8 16 1 11 1

1 1

u

du duu
t t t t

u uu u

u u

 
 + = − + − − − ⇒

+ +   − −
   + +   

∫ ∫  
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2 2 3
3

2 2 2 2 4

3 9 9 (1 )
I sin cos sin 2 16 2  

4 8 16 (1 )(1 ) (1 )

u u
t t t t du du

u u u

+
= − + − − − ⇒

+ − −∫ ∫  

2 2 3
3

2 2 2 4 4

3 9 9 (1 )
I sin cos sin 2 16 2

4 8 16 (1 )(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

u u
t t t t du du

u u u u u

+
= − + − − −

+ + − + −∫ ∫ . 

Κατά τα γνωστά λοιπόν για την ρητή ολοκλήρωση, από τα παραπάνω ολοκληρώµατα (τα οποία 
βρίσκονται στη διαιρεµένη τους µορφή), παίρνουµε 

3 1 2

3 4 5 62 2 2

3 9 9
I sin cos sin 2 16 16 16 16 16

4 8 16 1 11 (1 ) (1 )

u A du du du du
t t t t du A A A A

u uu u u

Α +
= − + − − − − − − − −

+ −+ + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

 7 8 9 102 3 4
2 2 2 2

1 (1 ) (1 ) (1 )

du du du du
A A A A

u u u u
− − − − −

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

 11 12 13 142 3 4
2 2 2 2

1 (1 ) (1 ) (1 )

du du du du
A A A A

u u u u
− − − −

− − − −∫ ∫ ∫ ∫ . 
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