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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
 

B΄ τάξη Γυμνασίου 
 

      Πρόβλημα 1 
      Να βρείτε τους  αριθμούς 

2
2 0

4 3 2

2 4 1 1 77 16 60 19 7: 3 2000 : και 4 :
3 9 3 3 3 81 3 3 9

       Α = + − + + Β = − − +       
       

. 

 
      Λύση 
      Έχουμε 

2
2 0

4

2 4 1 1 77 4 4 1 77: 3 2000 : : 9 1 3
3 9 3 3 3 9 9 3 81

4 4 1 77 4 77 4 77: 10 : 9 1.
9 3 3 81 9 81 81 81

     Α = + − + + = + − ⋅ + +     
     

 = − + + = + = + = 
 

 

3 2

16 60 19 7 308 (60 3 19) 7 308 3 74 : : :
81 3 3 9 81 27 9 81 27 9

308 7 308 7 3159 35.
81 9 9 9

− ⋅   Β = − − + = + = + =   
   

+
= ⋅ + = = =

 

 
      Πρόβλημα 2 
      Αγρός έχει σχήμα τραπεζίου ΑΒΓΔ με ˆ ˆ 90Α = Β =   , ύψος 800ΑΒ = μέτρα, μικρή βάση 
Α∆ , μεγάλη βάση ΒΓ  και διαφορά βάσεων  800ΒΓ −Α∆ = μέτρα. Δίνεται ακόμη ότι: 

• Η περίμετρος του αγρού είναι μικρότερη από 2810 800 2+  μέτρα. 
• Το εμβαδό του αγρού είναι μεγαλύτερο από 796 στρέμματα. 
• Η μικρή βάση ΑΔ έχει μήκος x  μέτρα, όπου x  ακέραιος  πολλαπλάσιος του 10. 

      Να βρείτε τα μήκη των βάσεων και το εμβαδόν του αγρού. 
      (Δίνεται ότι 1 στρέμμα είναι ίσο με 1000 τετραγωνικά μέτρα) 
 
      Λύση 
      Από τις υποθέσεις του προβλήματος είναι μέτρα, 800 μέτραx xΑ∆ = ΒΓ = + , ΑΒ = 800 
μέτρα. Αν φέρουμε τη ∆Ε ⊥ ΒΓ , τότε είναι ΑΒΕΔ ορθογώνιο με , 800xΒΕ = ∆Ε = , οπότε 
θα είναι 800ΕΓ = ΒΓ −ΒΕ = ΒΓ −Α∆ = . Έτσι το τρίγωνο ΔΕΓ είναι ορθογώνιο ισοσκελές, 
οπότε από το Πυθαγόρειο θεώρημα λαμβάνουμε ότι 800 2Γ∆ =  μέτρα. 
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                                                             Σχήμα 1 
 
      Επομένως, η περίμετρος και το εμβαδό του αγρού θα είναι:  
                              ( ) 800 800 800 2 2 1600 800 2x x x xΠ = + + + + = + +  

                              ( ) ( )2 800 800 400 800 800 320000
2

xx x x+
Ε = ⋅ = + ⋅ = + . 

Σύμφωνα με τις υποθέσεις του προβλήματος προκύπτουν οι ανισώσεις: 
2 1600 800 2 2810 800 2 2 1210 605x x x+ + < + ⇔ < ⇔ <                   

800 320000 796000 800 476000 595x x x+ > ⇔ > ⇔ >  
Επομένως έχουμε 595 605x< <  και αφού ο αριθμός x  είναι ακέραιος πολλαπλάσιος του 10, 
έπεται ότι 600x =  μέτρα. 
Άρα τα μήκη των βάσεων είναι 600 μέτρα,  ΒΓ=1400 μέτρα καιΑ∆ = το εμβαδό του αγρού 
είναι 800 600 320000 480000 320000 800000⋅ + = + =  τετραγωνικά μέτρα, δηλαδή 800 
στρέμματα. 

 
      Πρόβλημα 3 
      Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  με ΑΒ = ΑΓ και ˆ 30Α =  . Εξωτερικά του τριγώνου κα-
τασκευάζουμε ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΓΔ με ˆ 90Α∆Γ =  . Η μεσοκάθετη της πλευράς 
ΑΓ τέμνει την ΑΓ στο μέσο της Κ, την ΑΒ στο σημείο Λ και την προέκταση της πλευράς ΒΓ 
στο σημείο Μ.  Έστω Ν  το συμμετρικό του σημείου Λ ως προς την ευθεία ΑΓ. Να βρείτε: 
(α) Τα μέτρα των γωνιών ˆΚΜΒ  και ˆΜΑΛ . 
(β) Το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος ΛΝ συναρτήσει του μήκους α = Α∆ . 
 
      Λύση 
      (α) Το τρίγωνο ΜΚΓ είναι ορθογώνιο στο Κ και έχει τη γωνία  

                                                       
ˆ180 180 30ˆ 75

2 2
−Α −

Γ = = =
  

  

Επομένως θα είναι και ˆ ˆ 75Β = Γ =  , οπότε έχουμε 1
ˆ 90 75 15ΚΜΒ =Μ = − =   . 

Επειδή κάθε σημείο της  μεσοκάθετης ΜΔ του ευθυγράμμου τμήματος ΑΓ ισαπέχει από τα 
άκρα του Α και Γ το τρίγωνο ΜΑΓ είναι ισοσκελές και έχει  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ 75 30 45ΜΑΓ =ΜΓΑ⇔ΜΑΛ+Α = Γ⇔ΜΑΛ = Γ −Α = − =   . 
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Σχήμα 2 

 
(β) Από το ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΔΓ έχουμε 

2 2 2 22 2α α α αΑΓ = + = ⇔ ΑΓ = , 
οπότε θα είναι:  

2
2 2

αΑΓ
ΑΚ = = . 

Επειδή τα σημεία Λ και Ν είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία ΑΓ, έπεται ότι ΛΚ = ΚΝ . 
Όμως και τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΛ και ΑΝ είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία ΑΓ, ο-
πότε ΑΛ = ΑΝ  και ομοίως ˆ ˆ 30ΛΑΚ = ΝΑΚ =  . Άρα είναι ˆ 60ΛΑΝ =  , οπότε το τρίγωνο 
ΛΑΝ  είναι ισόπλευρο και έχουμε .ΛΝ = ΑΛ  Αν είναι ,xΑΛ = ΛΝ =  τότε θα είναι 

2 2
xΛΝ

ΛΚ = = , οπότε από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΛΚ λαμβάνουμε: 
22 2 2 2

2 2 2 2 22 3 2 2 6 .
4 2 4 4 3 3
x xx x xα α α α 

ΑΛ −ΛΚ = ΑΚ ⇔= − = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  
 

 

      
      Πρόβλημα 4 
      Σε ένα σχολείο το 55% των μαθητών είναι αγόρια. Το πλήθος των αγοριών που δεν μι-
λούν γαλλικά είναι ίσο με το πλήθος των κοριτσιών που μιλούν γαλλικά. Τα αγόρια που μι-

λούν γαλλικά, είναι τα 7
11

των μαθητών που μιλούν γαλλικά. Τα κορίτσια που δεν μιλούν 

γαλλικά είναι 60. Βρείτε πόσους μαθητές έχει το σχολείο. 
 

Λύση 
Αφού το πλήθος των αγοριών που δεν μιλούν γαλλικά είναι ίσο με το πλήθος των κοριτσιών 
που μιλούν γαλλικά, έπεται ότι το πλήθος των μαθητών που μιλούν γαλλικά ισούται με το 
55% του συνόλου των μαθητών. Επομένως το ποσοστό των αγοριών που μιλούν γαλλικά επί 

του συνόλου των μαθητών του σχολείου είναι 7 55 35
11 100 100

⋅ = , δηλαδή το 35% επί του συνό-

λου των μαθητών.  Επομένως ( )55 35 20%− =  είναι το ποσοστό επί του συνόλου των μαθη-
τών των αγοριών που δεν μιλούν γαλλικά, αλλά και των κοριτσιών που μιλούν γαλλικά. Επο-
μένως το ποσοστό των κοριτσιών που δεν μιλούν γαλλικά είναι ( )100 55 20 25%− − = , οπότε 
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το 25% των κοριτσιών που δεν μιλούν γαλλικά αντιστοιχεί σε 60 μαθητές. Άρα το πλήθος 

των μαθητών του σχολείου είναι 10060 240
25

⋅ = . 

      Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να περιγραφεί με το σχήμα που ακολουθεί, ως εξής: 

 
      Συμβολικά έχουμε:  

                                        Α = σύνολο αγοριών σχολείου  με 55
100

x
Α = . 

                                         Κ = σύνολο κοριτσιών σχολείου με 45
100

x
Κ = . 

      ΑΟΓ = σύνολο αγοριών που δεν μιλούν γαλλικά. 
ΑΝΓ = σύνολο αγοριών που  μιλούν γαλλικά. 

       ΚΟΓ = σύνολο αγοριών που δεν μιλούν γαλλικά. 
ΚΝΓ = σύνολο αγοριών που μιλούν γαλλικά. 

      Από την υπόθεση έχουμε ότι το πλήθος των στοιχείων των συνόλων ΑΟΓ και ΚΝΓ εί-
ναι το ίδιο, δηλαδή:        

ΑΟΓ = ΚΝΓ , 
οπότε έχουμε τα λογικά βήματα:                                    

55(αριθμός μαθητών που μιλούν γαλλικά) (αριθμός αγοριών)
100

x
ΚΝΓ + ΑΝΓ = ΑΟΓ + ΑΝΓ = , 

7 55 35
11 100 100

x x
ΑΝΓ = ⋅ = , 

20(55 35)
100 100

x x
ΑΟΓ = − = = ΚΝΓ , 

( ) 2545 20 60 240
100 100

x x xΚΟΓ = − = = ⇔ =  

 
2ος τρόπος 
Έστω x  το πλήθος των αγοριών και y  το πλήθος των κοριτσιών. 
Έστω ακόμη α  το πλήθος των αγοριών  που γνωρίζουν γαλλικά και κ  το πλήθος των κορι-
τσιών που γνωρίζουν γαλλικά. 
Από τα δεδομένα του προβλήματος προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις. 
Εφόσον το 55% των μαθητών είναι αγόρια, θα ισχύει: 
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55 9( ) 100 55 55 9 11 (1)
100 11

x x y x x y x y y x= + ⇔ = + ⇔ = ⇔ = . 

Εφόσον το πλήθος των αγοριών που δεν μιλούν Γαλλικά είναι ίσο με το πλήθος των κορι-
τσιών που μιλούν Γαλλικά, θα ισχύει: 

(2)x a x aκ κ− = ⇔ = + . 

Τα αγόρια που μιλούν γαλλικά είναι τα 7
11

 των μαθητών που μιλούν γαλλικά.  

Άρα:  

                                                
(2)7 7( ) (3)

11 11
a a x aκ + = ⇔ = . 

Επειδή (τέλος) το πλήθος των κοριτσιών που μιλούν γαλλικά είναι 60 , θα ισχύει η ισότητα: 
60y κ= + . 

Προσθέτοντας και στα δύο μέλη (της τελευταίας ισότητας) το a  , έχουμε: 
(2) (1),(3) 9 7 560 6 60 60 60 132

11 11 11
y y a a y x x x x x xκ κ α= + ⇔ + = + + ⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ = ⇔ = . 

Άρα το πλήθος των αγοριών είναι 132 , το πλήθος των κοριτσιών 9 9 132 108
11 11

y x= = ⋅ = , 

οπότε το συνολικό πλήθος των μαθητών είναι 240 . 
 
 
 

Γ΄ τάξη Γυμνασίου 
 

      Πρόβλημα 1        
      Να βρείτε την τιμή των παραστάσεων: 

33 2 2
1 1 3 4

3

1 243 81: , και , όταν 3 , 3
3

x x x y x y x y
y y y

− − − −    +
Α = + Β = Γ = + = =   

  
. 

                       
      Λύση 
      Έχουμε 

( )
( )

( ) ( )
3 33 3 9 3 33 4 9 12 1
3 4 124

4
3 3

4 4

3 1 3 3 1 1: : 3 3 : 3
3 3 3 3 33

1 1 3 1 823 : 3 1 .
3 3 3 81

− − −
− + − +

− −−

        Α = + = + = +            
+ = + = + = = 

 

 

( ) ( )
3

2 23 4 5 6 4 8 1 4 4 4
3

4 4 4

4 4

1 1 3 1
243 3 11 81 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 28.1 13 3 3

3 3

− − − − − −

− − −

+
+⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ +

Β = = = = = = + =

3 43 3 27 81 108.Γ = + = + =  
 

      Πρόβλημα 2   
      Δίνονται τα πολυώνυμα ( ) 6 4 216 16 1P x x x x= − − +  και ( ) 4 24 5 1Q x x x= − + . 

(α) Να γράψετε τα πολυώνυμα ( )P x  και ( )Q x  ως γινόμενα πολυωνύμων πρώτου ή το πολύ 
δευτέρου βαθμού. 
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