
του είχαν απομείνει. Αν και τις δύο μέρες ξόδεψε συνολικά 40 ευρώ, να βρεθεί πόσα κέρματα των 
δύο ευρώ είχε αρχικά μαζί του..  

Λύση 
Έστω x  τα κέρματα των δύο ευρώ που είχε αρχικά. Αφού χρησιμοποίησε το ένα τρίτο αυτών, 

σημαίνει ότι το x  είναι πολλαπλάσιο του 3 και ότι το ένα τρίτο αυτών ισούται με 
3
x  και αυτά  

έχουν αξία 2
3
x . Η αξία των χρημάτων που έδωσε την πρώτη μέρα είναι 

2
3
x

, επομένως τη δεύτερη 

μέρα του απέμειναν 
2 2 40 40
3 3
x xx⋅ + − = +  ευρώ. Αφού ξόδεψε το 40%  αυτών, τη δεύτερη 

μέρα ξόδεψε 
4 240 16

3 10 15
x x + ⋅ = + 

 
 ευρώ. Επομένως συνολικά, την πρώτη και τη δεύτερη μέρα 

ξόδεψε 2 122 16 16
3 15 15
x x x
⋅ + + = +   ευρώ.  

Από την εκφώνηση ξέρουμε τώρα ότι ξόδεψε 40   ευρώ, οπότε  
 

12 1216 40 24 12 360 30
15 15

x x x x+ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

Επομένως είχε αρχικά μαζί του 30 κέρματα των δύο ευρώ και 10 κέρματα του ενός ευρώ 
με συνολική αξία 70 ευρώ. 
 

Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 
Πρόβλημα 1. 
Να βρείτε την τιμή της παράστασης  

( )( ) ( )22 2 2 2α β γ δ αγ βδΑ = + + − + , 

αν δίνεται ότι 
2 3

3 3

2 1 18 1, , ,
3 2 2 2

α β γ δ
−

   = − = − = − =   
   

. 

Λύση 

Έχουμε ότι 
2 2 3

3

2 3 9 1 1 18 9 1 1, , , ,
3 2 4 2 8 8 4 2 8

α β γ δ
−

     = − = − = = − = − = − = − = =     
     

 

οπότε θα είναι 
2 2

2 2 9 1 81 1 325
4 8 16 64 64

α β    + = + − = + =   
   

 , 
2 2

2 2 9 1 81 1 325
4 8 16 64 64

γ δ    + = − + = + =   
   

, 

( )
2

29 9 1 1 81 1 325 325
4 4 8 8 16 64 64 64

αγ βδ αγ βδ     + = ⋅ − + − ⋅ = − − = − ⇒ + = −     
     

. 

Άρα έχουμε: ( )( ) ( )
2

22 2 2 2 325 325 325 0
64 64 64

α β γ δ αγ βδ  Α = + + − + = ⋅ − − = 
 

. 

  2ος Τρόπος 
=+−++=Α 22222 )())(( βδαγδγβα  



=−−−+++= 222222222222 2 δβαβγδγαδβγβδαγα  

.)(2 22222 βγαδαβγδγβδα −=−+=  
Άρα είναι: 

0
8
1

4
9

8
1

4
9 2

=





 ⋅−⋅=Α . 

         
Πρόβλημα 2 

Μία ομάδα α  εργατών τελειώνει το 1
4

 ενός έργου στο 1
3

 μιας ημέρας. Πόσες τέτοιες 

ομάδες εργατών της ιδίας απόδοσης χρειάζονται για να τελειώσουν 15 ίδια έργα σε 5 
ημέρες; 

Λύση 
Έχουμε τα ακόλουθα δεδομένα: 

Η μία ομάδα = α εργάτες τελειώνει το 1
4

 ενός έργου στο 1
3

 μιας ημέρας 

Πόσοι εργάτες (έστω x  ) τελειώνουν  15 έργα             σε   5 ημέρες; 
Επειδή τα ποσά: εργάτες – έργο, είναι ανάλογα, ενώ τα ποσά : εργάτες – ημέρες , είναι 
αντιστρόφως ανάλογα, έχουμε ότι: 

1
15 13 60 41 5 15
4

x α α α= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = . 

Επομένως θα χρειαστούν 4 τέτοιες ομάδες εργατών. 
 
Πρόβλημα 3 

Θεωρούμε πολυώνυμο 2( ) ( 2) ( 3)P x a x b x c= + + + +  όπου οι αριθμοί 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 είναι θετικοί 
ακέραιοι.   
(α) Αν οι αριθμοί ,x y  είναι θετικοί ακέραιοι με x y> , να αποδείξετε ότι ο αριθμός 

( ) ( )P x P y
x y
−
−

 είναι θετικός ακέραιος.  

(β) Αν ο αριθμός (8)P  είναι πολλαπλάσιο του 3, να αποδείξετε ότι και ο αριθμός (2018)P  
είναι πολλαπλάσιο του 3.  
 
Λύση 
(α) Έχουμε ότι 

𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 2)2 + 𝑏𝑏(𝑥𝑥 + 3) + 𝑐𝑐 = 𝛼𝛼𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏 + 4𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 4𝑎𝑎 + 3𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 
Επομένως  

𝑃𝑃(𝑥𝑥) − 𝑃𝑃(𝑦𝑦) = 𝑎𝑎(𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2) + (𝑏𝑏 + 4𝑎𝑎)(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) = (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)(𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑏𝑏 + 4𝑎𝑎), 
οπότε 

( ) ( ) ( )( ) ( ( 4 )) 4
x y a x yP b a

a x yx P y
x

b a
y x y

− − + + +
+

−
+= +=

−
 

που είναι θετικός ακέραιος, αφού  οι αριθμοί , , , ,a b c x y    είναι θετικοί ακέραιοι. 



(β) Από το πρώτο ερώτημα, για 2018, 8x y= =    έχουμε ότι                           

                                                 ( ) ( )2018 8
ακέραιος

2010
P P

κ
−

= ,  

δηλαδή 
( ) ( ) ( ) ( )2018 8 2010 ,όπου ακέραιος 2018 8 2010 ,όπου ακέραιοςP P P Pκ κ κ κ− = ⇒ = +  

Όμως το 2010 3 670= ⋅   είναι πολλαπλάσιο του 3, όπως και το 𝑃𝑃(8) από την υπόθεση, 
οπότε και το 𝑃𝑃(2018) είναι πολλαπλάσιο του 3.  
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ  και  72Α = ° . Ονομάζουμε Δ το ίχνος του 
ύψους από την κορυφή Γ και E το συμμετρικό του A ως προς την ΓΔ. Να αποδείξετε ότι η 
ΓΕ περνά από το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 
Σημείωση: Ο περιγεγραμμένος κύκλος ενός τριγώνου είναι ο κύκλος που περνάει από τις 
τρεις κορυφές του τριγώνου. 
 
Λύση 
Θεωρούμε το ύψος από την κορυφή Α που τέμνει τη ΓΕ στο σημείο Ο. Θα αποδείξουμε ότι 
το Ο είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ, δηλαδή ότι 
ΟΑ=ΟΒ=ΟΓ.  
Το ύψος από την κορυφή Α είναι και μεσοκάθετος της ΒΓ, άρα το Ο ως σημείο της θα 
ισαπέχει από τα Β,Γ, δηλαδή ΟΒ=ΟΓ. 
Επιπλέον το E το συμμετρικό του A ως προς την ΓΔ, το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές, 

επομένως  72ΓΕΑ = ° , οπότε  36ΕΓΑ = ° (1). Επειδή όμως η ΑΟ είναι ύψος και διχοτόμος, 

θα ισχύει ότι   36ΟΑΓ = ° , οπότε λόγω της (1) θα ισχύει OA = ΟΓ. 

 
                                                                         Σχήμα 2 
 
 
 
 
 


