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Λφςεισ Θεμάτων Α’ Λυκείου 

 

Λφςη 

1οσ τρόποσ 

Ζχουμε
2 2

1 1
1, 1

x y

x y y x
     

Πρζπει να είναι , 0x y   

Κάνοντασ απαλοιφι παρονομαςτϊν ζχουμε  

3 3 2, ( )x y xy x y xy     

Επειδι είναι 
3 3 2 2( )( )x y x y x y xy      

παίρνουμε 
2 2 2( ) ( )xy xy x y xy   . 

Αφοφ 0xy  δίνει 
2 2xy x y xy    δθλαδι 

2 20 2x y xy    

Η τελευταία είναι 
20 ( )x y   

Αρα x y οπότε από τθν πρϊτθ παίρνουμε  2x y   

 

2οσ τρόποσ 

Το ςφςτθμα μποροφμε να το γράψουμε  

1 1 1 1
1, 1

x y

x y y y x x
     

Θζτουμε 
1 1

,Y ,
x

X a
x y y

    

Θα είναι 
1

1, Y 1X Y a X
a

     
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Αρα
1

, Y 1aX aY a a X
a

     

Αφαιρϊντασ κατά μζλθ προκφπτει ότι 
1

( ) 1a X a
a

    

Δθλαδι 
2 1

1
a

X a
a


   

Αν 1a    τότε 2x y   

Αν 1a   τότε από τθν  
( 1)( 1)

1
a

X a
a

 
       

παίρνουμε δθλαδι (1)
1

X






 

Αλλά   είναι 
x

a
y

  και  
1

X
x

  

Ετςι θ (1)  δίνει διαδοχικά  
21 1

, ,

1 ( )

x

xy
x x y

x x yx x
y

y y

   




  

Επειδι x y xy 
    

θ τελευταία δίνει  
2x xy . 

Επειδι είναι  0x   παίρνουμε πάλι  x y  

Άρα   1a      το οποίο είναι ΑΤΟΠΟ αφοφ ζχουμε υποκζςει ότι 1a  .  

Τελικά είναι  1a    και  2x y   
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Λφςη 

α) 

 

 

Είναι / /    και / /  . 

Αρα το   είναι παραλλθλόγραμμο. 

Εχουμε λοιπόν ότι   

Από το ιςοςκελζσ τρίγωνο   είναι   

Αρα  

 

Είναι από το παραλλθλόγραμμο    

 Από το ιςοςκελζσ τρίγωνο   είναι   

Αρα  
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β) 

 

 

 

 

 

Θα είναι / / αν   

Η τελευταία κα ιςχφει αν τα τρίγωνα ,   είναι ίςα . 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι αυτά τα τρίγωνα είναι ίςα. 

 

Η είναι μεςοκάκετοσ. 

Εςτω ότι τζμνει τθν ςτο   και τθν   ςτο  . 

(αυτό ςυμβαίνει γιατί το   βρίςκεται μεταξφ ,  ) 

Εχουμε     από το πρϊτο ερϊτθμα ότι ,       
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Θα ζχουμε τθν ιςότθτα των τριγϊνων από το Π-Γ-Π κριτιριο αν δείξουμε ότι 

ˆ ˆ  των γωνιϊν του ςχιματοσ. 

Η  είναι διχοτόμοσ τθσ   γωνίασ γιατί λόγω παραλλθλίασ και ιςοςκελοφσ 

τριγϊνου ζχουμε   

Ετςι το τρίγωνο  είναι ιςοςκελζσ. 

Αρα ςτο ςχιμα ζχουμε τθν γωνία x . 

Επειδι θ εξωτερικι γωνία τριγϊνου ιςοφται με το άκροιςμα των απζναντι 

εςωτερικϊν ζχουμε ˆ x̂  (1) 

Λόγω παραλλθλίασ είναι  (2) 

Επειδι το τρίγωνο   είναι ιςοςκελζσ κα είναι  

ˆ x̂    (3) 

Από (1),(2),(3) παίρνουμε ˆ ˆˆ ˆx x     που δίνει ˆ ˆ  που κζλαμε να 

αποδείξουμε. 
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Λφςη 

Θα ζχουμε ότι 2 1n k   . 

(ςε κάκε διάςτθμα τθσ μορφισ [ , 1)   υπάρχει ακζραιοσ) 

Αρα κα είναι 2 1 2n k n      

Παίρνουμε ότι 
1 1 1

2 2 1kn n
 

  
 

Ο αρικμόσ 
n

m
k

 είναι φυςικόσ. 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν προθγοφμενθ ανιςότθτα ζχουμε  

2 2 1

n n
m

n n
 

  
 

Αλλά είναι 2 1, 2 1
2 1 2

n n
n n

n n
     

  
 

οπότε 2 1 2 1n m n       

Στο ανοικτό διάςτθμα ( 2 1, 2 1)n n     που ζχει μικοσ 2 βρίςκονται οι 

,k m . 

Σε αυτό το διάςτθμα βρίςκονται το πολφ 2 φυςικοί. 

Αν οι ,k m  είναι διαφορετικοί τότε κα είναι διαδοχικοί φυςικοί. 

Αρα ο ζνασ κα είναι άρτιοσ. Αρα και ο n km   κα είναι άρτιοσ ,που αντιβαίνει ςτθν 

υπόκεςθ. 

Αρα κα είναι m k ,οπότε 
2n k όπωσ κζλουμε. 

 

 


