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Λφςεισ Θεμάτων Β’ Λυκείου 

 

 

Λφςη 

Εχουμε ότι 
3 3 3

1 1 1 1 1 1
3

x y z x y z
    

Θζτουμε 
1 1 1

, ,a b c
x y z

    

οπότε γίνεται 
3 3 3 3a b c abc   (1) 

 

Από υπόκεςθ 0a b c   (2) 

Η ταυτότθτα του Eulerείναι  

3 3 3 2 2 21
3 ( )(( ) ( ) (c ) )

2
a b c abc a b c a b b c a            

Η  (1) και θ (2) μαηί με τθν ταυτότθτα του Euler  δίνουν 

a b c  δθλαδι x y z   

Ετςι ζχουμε 
3 327 3x    

Τελικά είναι 3x y z    
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Λφςη 

Θζτουμε 1, 1X x Y y     

Η ςχζςθ γίνεται 
2 2 2 2 2 22 2 2 0X Y X Y X Y X Y      

Η βαςικι παρατιρθςθ είναι ότι θ παράςταςθ είναι τριϊνυμο. 

Η ςχζςθ γίνεται  

2 2 2 2(2 2 1) 2 0X Y Y X Y Y     (1) 

Η διακρίνουςα είναι 
4 2 2 4 3 2 2 24( (2 2 1)) 4( 2 ) 4Y ( 1) 0Y Y Y Y Y Y Y Y              

Επίςθσ είναι 
2 2 22 2 1 ( 1) 0Y Y Y Y       

Η κεωρία του τριωνφμου μασ δίνει ότι για να ιςχφει θ (1) πρζπει  

2 24Y ( 1) 0Y      

Αρα κα είναι Y 0   θ 1Y  . 

Αν είναι Y 0  θ (1) δινει 0X   

Αν είναι Y 1  θ (1) δινει
2 2( 1) 2 1 0X X X     οπότε είναι 1X   

Ετςι ζχουμε ότι ( , ) (1,1)x y  θ  ( , ) (2,2)x y   
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Λφςη 

Το πρόβλθμα είναι να δείξουμε ότι το  είναι μοναδικό. 

Το ότι υπάρχει είναι άμεςο και απλό. 

 

Μζςα ςτθν γωνία   φζρουμε θμιευκεία που ςχθματίηει με τθν   γωνία 40 

μοιρϊν. 

Πάνω ςε αυτιν παίρνουμε ςθμείο  ϊςτε  . 

Τα τρίγωνα  ,  εκ καταςκευισ είναι ιςοςκελι ,οπότε γνωρίηοντασ τισ 

γωνίεσ τθσ κορυφισ ζχουμε ότι  

70, 80     

Ετςι θ γωνία που ηθτείται είναι 40   
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Τα παραπάνω πωσ τα ςκεφκικαμε; 

Σκζψθ(Δεν χρειάηεται να παρατεκεί ςτθν λφςθ) 

Υποκζτουμε ότι το βρικαμε το   Δ και ότι είναι μζςα ςτθν γωνία  

 .(αυτό είναι το κρίςιμο ςθμείο) 

Τότε κα είναι 150 . 

Αρα το Δ βρίςκεται ςε τόξο κφκλου χορδισ ΒΓ που τθν βλζπει με 150 μοίρεσ. 

Το πάνω μζροσ του κφκλου βλζπει τθν χορδι ΒΓ με γωνία 180-150=30. 

Επειδι 60   το Α  κα είναι το κζντρο του κφκλου. 

Αρα κα είναι  . 

 

 

Το μόνο που μζνει να αποδείξουμε είναι ότι δεν υπάρχει άλλο  

ςθμείο  ςτο επίπεδο. 

1η περίπτωςη. 

Το   βρίςκεται ςτισ κατακόρυφι γωνίεσ του τριγϊνου. 
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Αν βρίςκεται ςτθν κατακόρυφι τθσγωνίασΑ κα είναι 150  που 

οδθγει ςε ΑΤΟΠΟ επειδι το ςθμείο Α βρίςκεται ςτο εςωτερικό θ ςτισ πλευρζσ του 

τριγϊνου ΔΒΓ 

Αν βρίςκεται ςτθν κατακόρυφι τθσ γωνίασ Γεπειδι το ςθμείο Γ βρίςκεται ςτο 

εςωτερικό θ ςτισ πλευρζσ του τριγϊνου ΔΒΑ κα είναι  

60 που οδθγει ςε ΑΤΟΠΟ. 

Εντελϊσ όμοια καταλιγουμε ςε ΑΤΟΠΟ αν το Δ βρίςκεται ςτθν κατακόρυφι τθσ 

γωνίασ Β. 

 

2η περίπτωςη. 

Το   βρίςκεται ςτθν γωνία Γ του τριγϊνου και εκτόσ του τριγϊνου. 

Τότε    που είναι ΑΤΟΠΟ. 
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3η περίπτωςη. 

Το   βρίςκεται ςτθν γωνία Β του τριγϊνου και εκτόσ του τριγϊνου. 

 

 

Αφοφ 70, 80    κα είναι 10 . 

Επειδι από το τρίγωνο είναι 60 10 180x     και 60x  κα είναι 

110 50x     

Αμεςα ςυμπεραίνουμε από το τρίγωνο ότι 50   

Ετςι από το γνωςτό ότι ςε τρίγωνο μεγαλφτερεσ πλευρζσ αντιςτοιχοφν ςε 

μεγαλφτερεσ γωνίεσ είναι  . 

Αρα και  .Από αυτό προκφπτει ότι 10x  . 

Αλλά 110 100x     

Αυτό όμωσ είναι ΑΤΟΠΟ γιατί τότε 180   

 

Αρα το ςθμείο   είναι μοναδικό δθλαδι αυτό που βρικαμε ςτθν αρχι. 

 

 

 

 


