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ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ  ΢Σ – ΠΡΟΣΤΠΑ ΢ΧΟΛΕΙΑ 

3.1.  ΘΕΩΡΙΑ 
 

 

Μάθημα 3ο – Άγνωςτοσ αριθμόσ – Έξυπνεσ Πράξεισ 

 Άγνωςτοσ αριθμόσ – Ευθείεσ και αντίςτροφεσ πράξεισ 

 Έξυπνεσ πράξεισ 

 Σελευταίο ψηφίο γινομζνου φυςικϊν αριθμϊν 

 

Στο Course Αυτομάκθςθσ Μαθηματικά ΢Σ – Πρότυπα ΢χολεία, φροντίηουμε να κατανοιςεισ τισ 

μακθματικζσ ζννοιεσ και τθν υπόςταςι τουσ, οπτικά και βιωματικά, ςυνδζοντασ τεσ με τθν ίδια τθν 

κακθμερινότθτα.  

 Φφλλα Εξάςκηςησ 

Στο Course καλλιεργείσ τθν ςκζψθ ςου και εμπεδϊνεισ τον τρόπο εφαρμογισ τθσ Θεωρίασ ςε 

αςκιςεισ κατθγοριοποιθμζνεσ ανά διδακτικό ςτόχο. Με τα Φφλλα μακαίνεισ και γίνεςαι 

άριςτοσ ςτο μάκθμα. 

 

 Μελζτη ςε Video  

Στο Course μελετάσ Λυμζνα ςε Video τα Θζματα 34, 35, 36, 37, 39, 40, 41, 42, 44, 45, 46, 47, 

48  (ςελ. 29 - 31) , από το Κεφ. 1 «Φυςικοί αριθμοί» του Βιβλίου ΑΡΝΟ΢ 

 

 Εμβάθυνςη ςε Θζματα Εξετάςεων 

Θζματα 30 ζωσ και 48 (ςελ. 28 – 31),  Θζματα 87, 88, 91, 92 (ςελ. 36 – 37), από το Κεφ. 1 

«Φυςικοί αρικμοί» του Βιβλίου ΑΡΝΟ΢ 

 

 

 

 

https://www.arnos.gr/courses/%ce%b8%ce%ad%ce%bc%ce%b1%cf%84%ce%b1-%ce%bc%ce%b1%ce%b8%ce%b7%ce%bc%ce%b1%cf%84%ce%b9%ce%ba%cf%8e%ce%bd-%cf%80%cf%81%cf%8c%cf%84%cf%85%cf%80%ce%b1/lessons/2-1-%ce%b5%cf%85%ce%ba%ce%bb%ce%b5%ce%af%ce%b4%ce%b5%ce%b9%ce%b1-%ce%b4%ce%b9%ce%b1%ce%af%cf%81%ce%b5%cf%83%ce%b7/topic/%ce%b5%cf%85%ce%ba%ce%bb%ce%b5%ce%af%ce%b4%ce%b5%ce%b9%ce%b1-%ce%b4%ce%b9%ce%b1%ce%af%cf%81%ce%b5%cf%83%ce%b7-video-lesson-1-%ce%b8%ce%ad%ce%bc%ce%b1-1-%cf%83%ce%b5%ce%bb-53-%ce%b2%ce%b9%ce%b2/
https://www.arnos.gr/courses/%ce%b8%ce%ad%ce%bc%ce%b1%cf%84%ce%b1-%ce%bc%ce%b1%ce%b8%ce%b7%ce%bc%ce%b1%cf%84%ce%b9%ce%ba%cf%8e%ce%bd-%cf%80%cf%81%cf%8c%cf%84%cf%85%cf%80%ce%b1/lessons/2-1-%ce%b5%cf%85%ce%ba%ce%bb%ce%b5%ce%af%ce%b4%ce%b5%ce%b9%ce%b1-%ce%b4%ce%b9%ce%b1%ce%af%cf%81%ce%b5%cf%83%ce%b7/topic/%ce%b5%cf%85%ce%ba%ce%bb%ce%b5%ce%af%ce%b4%ce%b5%ce%b9%ce%b1-%ce%b4%ce%b9%ce%b1%ce%af%cf%81%ce%b5%cf%83%ce%b7-video-lesson-1-%ce%b8%ce%ad%ce%bc%ce%b1-1-%cf%83%ce%b5%ce%bb-53-%ce%b2%ce%b9%ce%b2/
https://www.arnos.gr/courses/%ce%b8%ce%ad%ce%bc%ce%b1%cf%84%ce%b1-%ce%bc%ce%b1%ce%b8%ce%b7%ce%bc%ce%b1%cf%84%ce%b9%ce%ba%cf%8e%ce%bd-%cf%80%cf%81%cf%8c%cf%84%cf%85%cf%80%ce%b1/lessons/2-1-%ce%b5%cf%85%ce%ba%ce%bb%ce%b5%ce%af%ce%b4%ce%b5%ce%b9%ce%b1-%ce%b4%ce%b9%ce%b1%ce%af%cf%81%ce%b5%cf%83%ce%b7/topic/%ce%b5%cf%85%ce%ba%ce%bb%ce%b5%ce%af%ce%b4%ce%b5%ce%b9%ce%b1-%ce%b4%ce%b9%ce%b1%ce%af%cf%81%ce%b5%cf%83%ce%b7-video-lesson-1-%ce%b8%ce%ad%ce%bc%ce%b1-1-%cf%83%ce%b5%ce%bb-53-%ce%b2%ce%b9%ce%b2/
https://www.arnos.gr/product/%ce%bc%ce%b1%ce%b8%ce%b7%ce%bc%ce%b1%cf%84%ce%b9%ce%ba%ce%ac-%ce%bc%cf%80%ce%b1%ce%af%ce%bd%cf%89-%cf%80%cf%81%ce%bf%cf%84%cf%85%cf%80%ce%bf-%ce%b2%ce%bf%ce%ae%ce%b8%ce%b7%ce%bc%ce%b1/
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ΘΕΩΡΙΑ 
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 Σελευταίο Ψηφίο Γινομζνου Φυςικϊν Αριθμϊν 
 

Μποροφμε να γνωρίηουμε ποιο είναι το τελευταίο ψθφίο του γινομζνου κάποιων 

αρικμϊν; Π.χ. Ποιο είναι το τελευταίο ψθφίο του γινομζνου  

22 222 22 222 22 222 22 222 22 222          
 

Δφςκολο πρόβλθμα κα ζλεγε κάποιοσ; 

Και όμωσ αν κάνουμε μια βαςικι παρατιρθςθ γίνεται πανεφκολο. Δεσ το παρακάτω 

παράδειγμα: 

Ποιο είναι το τελευταίο ψθφίο του γινομζνου των αρικμϊν;  

232 332 432 532 632      
 

Το γινόμενο γράφεται ωσ            230 330 430 530 630         2 2 2 2 2 . 

Τα γινόμενα των παραπάνω αρικμϊν με τθν επιμεριςτικι ιδιότθτα δίνουν πάντα 

δεκάδεσ, εκτόσ από το γινόμενο των μονάδων  2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2. 

 Ζτςι το τελευταίο ψθφίο του γινομζνου Α είναι  2 2 2 2 2 3     2   δθλαδι  2. 

 
Θυμάμαι ότι το τελευταίο ψθφίο ενόσ γινομζνου προκφπτει από το γινόμενο των 

μονάδων (τελευταίο ψθφίο) κάκε αρικμοφ. 
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Παράδειγμα  
Ποιο είναι το τελευταίο ψθφίο του γινομζνου των αρικμϊν; 

232 312 433 537 631 233 3132 40032 512332 32           

Το τελευταίο ψθφίο του   23 31 43 53 63 23 313 4003 51233 3         2 2 3 7 1 3 2 2 2 2A  

 είναι το τελευταίο ψθφίο του γινομζνου των μονάδων:          2 2 3 7 1 3 2 2 2 2 . 

Να ςκεφκοφμε λίγο ζξυπνα για να μθν αναλωκοφμε ςτισ πράξεισ και να βροφμε τα 

γινόμενα:  1,  3∙3∙7,    2 ∙2∙2∙2∙2∙2. 

Προφανϊσ  το 1 δεν επθρεάηει το γινόμενο των μονάδων. 

Ζχουμε  3∙3∙7 =  63   και  2 ∙2∙2∙2∙2∙2 = 26 = 64 

Το γινόμενο ενόσ αρικμοφ που λιγει ςε 3 με ζναν άλλο αρικμό που λιγει ςε 4 , λόγω 

του ότι  3 4 12   λιγει ςε  2. 

Άρα  το τελευταίο ψθφίο του γινομζνου Α  είναι το 2.  
 

Θα δοφμε ςτθ ςυνζχεια το τελευταίο ψθφίο για όλουσ τουσ αρικμοφσ όταν 

επαναλαμβάνονται πολλζσ φορζσ και κα ανακαλφψουμε τα μοτίβα επανάλθψθσ.  

 

Α.1  Πολλαπλαςιαςμόσ πολλϊν δυαριϊν μεταξφ τουσ 
 

Για το 2 ζχουμε διαδοχικά τουσ ακόλουκουσ πολλαπλαςιαςμοφσ: 

2

3

4

2 1

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 1

 

  

   

    

2

4

8

6

                         

5

6

7

8

2 2 2 2 2 2 3

2 2 2 2 2 2 2 6

2 2 2 2 2 2 2 2 12

2 2 2 2 2 2 2 2 2 25 ...

     

      

       

        

2

4

8

6  

 

 

Παρατθροφμε ότι όταν πολλαπλαςιάηουμε δυάρια μεταξφ τουσ,  το τελευταίο ψθφίο 

του γινομζνου είναι 2, 4, 8, 6. Αυτό το μοτίβο επαναλαμβάνεται ανά 4.  
 

Παράδειγμα 
Ο αρικμόσ  2∙2∙2∙2∙2…∙2∙2  όπου τα δυάρια είναι ςε πλικοσ 203,  ςε τι ψθφίο λιγει ; 

Είναι  203 = 50 ∙ 4 + 3, ζτςι ζχουμε  50 φορζσ το μοτίβο να επαναλαμβάνεται και ςτθν 

51θ επανάλθψι του ζχουμε το 3ο ψθφίο του μοτίβου, δθλαδι  2∙2∙2 = 8 

Άρα  το γινόμενο κα λιγει (ψθφίο μονάδων) ςε 8. 
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Α.2  Πολλαπλαςιαςμόσ πολλϊν τριαριϊν μεταξφ τουσ 
 

Για το 3 ζχουμε διαδοχικά τουσ ακόλουκουσ πολλαπλαςιαςμοφσ: 

2

3

4

3 1

3 3 3

3 3 3 3 2

3 3 3 3 3 8

 

  

   

    

3

9

7

1
                               

5

6

7

8

3 3 3 3 3 3 24

3 3 3 3 3 3 3 72

3 3 3 3 3 3 3 3 2.18

3 3 3 3 3 3 3 3 3 6.56 ...

     

      

       

        

3

9

7

1  
        

 

 

Παρατθροφμε ότι όταν πολλαπλαςιάηουμε τριάρια μεταξφ τουσ,  το τελευταίο ψθφίο 

του γινομζνου είναι  3, 9, 7, 1  αυτό το μοτίβο επαναλαμβάνεται ανά 4.  
 

Α.3  Πολλαπλαςιαςμόσ πολλϊν τεςςαριϊν μεταξφ τουσ 
Για το 4 ζχουμε διαδοχικά τουσ ακόλουκουσ πολλαπλαςιαςμοφσ: 

2

4 1

4 4 4 1

 

  

4

6

                  

3

4

4 4 4 4 6

4 4 4 4 4 25

   

    

4

6

              

5

6

4 4 4 4 4 4 1.02

4 4 4 4 4 4 4 4.09  ...

     

      

4

6
 

Παρατθροφμε ότι όταν πολλαπλαςιάηουμε τεςςάρια μεταξφ τουσ,  το τελευταίο ψθφίο 

του γινομζνου είναι  4, 6 και αυτό το μοτίβο επαναλαμβάνεται ανά 2. 

Α.4  Πολλαπλαςιαςμόσ πολλϊν πενταριϊν μεταξφ τουσ 

Για το 5 ζχουμε διαδοχικά τουσ ακόλουκουσ πολλαπλαςιαςμοφσ: 

2 3 45 1 ,    5 5 5 2 ,    5 5 5 5 12 ,    5 5 5 5 5 62 ...             5 5 5 5  

Το πιο γριγορο μοτίβο ζχουν οι αρικμοί με αξία μονάδων το 5. 
Παρατθροφμε ότι όταν πολλαπλαςιάηουμε πεντάρια μεταξφ τουσ,  το τελευταίο ψθφίο 
του γινομζνου είναι  πάντα το  5. Εδϊ το μοτίβο επαναλαμβάνεται ανά 1. 
 

Α.5  Πολλαπλαςιαςμόσ πολλϊν εξαριϊν μεταξφ τουσ 
 

Για το 6 ζχουμε διαδοχικά τουσ ακόλουκουσ πολλαπλαςιαςμοφσ: 

2 3 46 1 ,    6 6 6 3 ,    6 6 6 6 21 ,    6 6 6 6 6 1.29 ...             6 6 6 6  

Το πιο γριγορο μοτίβο ζχουν οι αρικμοί με αξία μονάδων το 6. 
Παρατθροφμε ότι όταν πολλαπλαςιάηουμε εξάρια μεταξφ τουσ,  το τελευταίο ψθφίο 
του γινομζνου είναι  το ίδιο το 6. 
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Α.6  Πολλαπλαςιαςμόσ πολλϊν εφταριϊν μεταξφ τουσ 
 

Για το 7 ζχουμε διαδοχικά τουσ ακόλουκουσ πολλαπλαςιαςμοφσ: 

2

3

4

7 1    

7 7 7 4    

7 7 7 7 34

7 7 7 7 7 2.40

 

  

   

    

7

9

3 

1
                            

5

6

7

8

7 7 7 7 7 7 16.80

7 7 7 7 7 7 7 117.64    

7 7 7 7 7 7 7 7 823.54

7 7 7 7 7 7 7 7 7 5.764.80

     

      

       

        

7

9

3

1

 

 

Παρατθροφμε ότι όταν πολλαπλαςιάηουμε εφτάρια μεταξφ τουσ,  το τελευταίο ψθφίο 
του γινομζνου είναι  το 7,9,3,1  και αυτό το μοτίβο επαναλαμβάνεται. 
 
Α.7  Πολλαπλαςιαςμόσ πολλϊν οχταριϊν μεταξφ τουσ 
 

Για το 8 ζχουμε διαδοχικά τουσ ακόλουκουσ πολλαπλαςιαςμοφσ: 

2

3

4

8 1    

8 8 8 6    

8 8 8 8 51  

8 8 8 8 8 4.09

 

  

   

    

8

4

2

6
                           

5

6

7

8

8 8 8 8 8 8 32.76

8 8 8 8 8 8 8 262.14    

8 8 8 8 8 8 8 8 2.097.15

8 8 8 8 8 8 8 8 8 16.777.21

     

      

       

        

8

4

2

6

 

 

Παρατθροφμε ότι όταν πολλαπλαςιάηουμε οχτάρια μεταξφ τουσ,  το τελευταίο ψθφίο 
του γινομζνου είναι  το 8, 4, 2, 6 και αυτό το μοτίβο επαναλαμβάνεται. 

 

΢χόλιο: Ο πολλαπλαςιαςμόσ  οχταριϊν  δίνει όλουσ τουσ ηυγοφσ, εκτόσ αυτϊν που 

λιγουν ςε 0. 

 

Α.8  Πολλαπλαςιαςμόσ πολλϊν εννιαριϊν μεταξφ τουσ 

Για το 9 ζχουμε διαδοχικά τουσ ακόλουκουσ πολλαπλαςιαςμοφσ: 

2

9 1    

9 9 9 8    

 

  

9

1

                  

3

4

9 9 9 9 72   

9 9 9 9 9 6.56  

   

    

9

1

            

5

6

9 9 9 9 9 9 59.04  

9 9 9 9 9 9 9 531.44    

     

      

9

1
 

 

Παρατθροφμε ότι όταν πολλαπλαςιάηουμε εννιάρια μεταξφ τουσ,  το τελευταίο ψθφίο 
του γινομζνου είναι  το 9, 1, 9, 1, 9, 1… και αυτό το μοτίβο επαναλαμβάνεται. 
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Α.9  Πολλαπλαςιαςμόσ αριθμϊν που λήγουν ςε μηδζν 

Πολλαπλαςιάηοντασ μεταξφ τουσ αρικμοφσ που λιγουν ςε 0, προκφπτουν δυνάμεισ του 
10. Δίνονται τα παρακάτω παραδείγματα: 
 

    

   

     

   

3

4

3

10 10 100

20 20 10 2 10 2 10 10 4 10 4.000

10 20 30 30 10 2 10 3 10 3 10 18 10 180.000

10 50 50 10 5 10 5 10 25 10 25.000    ....

 

         

            

         

 

Παρατθροφμε ότι όταν πολλαπλαςιάηουμε μεταξφ τουσ αρικμοφσ που λιγουν ςε 

μθδζν,  το τελευταίο ψθφίο του γινομζνου τουσ είναι μθδζν και ζχουμε τόςα μθδενικά 

όςα υπάρχουν ςτθν κζςθ των μονάδων ςε όλουσ τουσ αρικμοφσ. 

 

΢ε γινόμενο φυςικϊν αριθμϊν, πότε προκφπτει τελευταίο ψηφίο  το 0; 

Το γινόμενο φυςικϊν αρικμϊν ζχει τελευταίο ψθφίο το 0, αν ζνασ από τουσ αρικμοφσ 

ζχει τελευταίο ψθφίο το 0. Για να ζχει τελευταίο ψθφίο το 0 το γινόμενο δφο μθ 

μθδενικϊν μονοψθφίων, κα πρζπει ο ζνασ να είναι άρτιοσ (ηυγόσ) και ο άλλοσ το 5. 

Πράγματι      

2 5 10     4 5 20        6 5 30             8 5 40         

Προςζξτε γιατί ιςχφει αυτό. 

Αν ζνασ αρικμόσ λιγει ςε 0, τότε διαιρείται με το 5 και το 2. 

Αν λοιπόν το γινόμενο δφο μονοψθφίων τελειϊνει ςε 0,  κα πρζπει το 5 και το 2 να 

διαιρεί αυτό. Άρα ο ζνασ κα πρζπει να διαιρείται με το 2 και ο άλλοσ με το 5. 

Ο μόνοσ μονοψιφιοσ που διαιρείται με το 5 είναι το 5. 
 

΢ε πόςα μηδενικά λήγει το γινόμενο κάποιων  αριθμϊν; 

Όπωσ είδαμε προθγουμζνωσ, το γινόμενο φυςικϊν αρικμϊν που λιγουν ςε 0 

δθμιουργεί μθδενικά. Από τουσ φυςικοφσ αρικμοφσ 2, 3, 4, 5,6 ,7 κλπ, ζχουμε μθδενικό 

ςτο γινόμενο (προπαίδεια), ςτα    2∙5,  4∙5,   6∙5,   8∙5,… 

δθλαδι όταν πολλαπλαςιάηουμε το 5 με ζναν ηυγό (άρτιο) αρικμό. 

Θυμάμαι ότι προκφπτει μθδζν από το γινόμενο  5 ∙2  και αναηθτϊ πόςα είναι τα 

ηευγάρια  5 ∙ 2,  για να βρω πόςα μθδενικά ζχει το γινόμενο. 



                                                  3.1. Θεωρία – Άγνωστος αριθμός   

 

Επιμζλεια:  Τομζασ  Μακθματικϊν 
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Εδϊ κα δοφμε ςε πόςα μθδενικά λιγει το γινόμενο κάποιων αρικμϊν. 

Παράδειγμα 1ο  

Σε πόςα μθδενικά λιγει το γινόμενο 22 55 155 252 75    ; 

Ζχουμε ότι           2 222 55 155 252 75 2 11 5 11 5 31 2 63 5 3               

 Ζχουμε τον αρικμό 5:    4 φορζσ    και   τον αρικμό 2:    3 φορζσ 

Άρα  ζχουμε τα ηευγάρια  γινομζνου  5 ∙ 2 = 10,  ςυνολικά  3 φορζσ. 

Οπότε το αποτζλεςμα του γινομζνου ζχει 3 μηδενικά. 
 

Παράδειγμα 2ο  

Σε πόςα μθδενικά λιγει το γινόμενο  8 16 125 625 12 12      

Διαδοχικά ζχουμε      3 4 3 4 2 28 16 125 625 12 12 2 2 5 5 2 3 2 3              

 Ζχουμε τον αρικμό 2:   11 φορζσ   και  τον αρικμό 5:     7 φορζσ 
Άρα   ζχουμε τα ηευγάρια γινομζνου  5 ∙ 2 = 10, ςυνολικά 7 φορζσ. 
Οπότε το αποτζλεςμα του γινομζνου ζχει 7 μηδενικά. 

 


